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آنالیز برداری: فصل دوم   

 :اند دسته دو ها کمیت
 .... و انرژی جرم، جریان، بار، مانند (عددی) اسکالر -1
 ... و مغناطیسی میدان الکتریکی، میدان ثقل، میدان مانند برداری -2

 :فصل این در اصلی عنوان سه
 برداری ضرب و تفریق جمع، :برداری جبر -1
 (کروی و ای استوانه کارتزین،) متعامد مختصات دستگاههای -2
 و سطحی ، خطی های انتگرال بردارها، گیری انتگرال و گیری مشتق -برداری حساب -3

 کرل و دیورژانس گرادیان، با عملیات دل، عملگر حجمی،
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معرفی درس و تعاریف: فصل اول  



 :بردارها تفریق و جمع
 :است زیر خصوصیات دارای هربردار

 .نماید تبعیت برداری جمع قوانین از بایست می -4 و اثر نقطه -3 جهت، -2 اندازه، -1

        بردار طول                 نرمال بردار

A
ˆA A n

 . باشد می اصلی بردار جهت در و است واحد ی اندازه با نرمال بردار
A

A
n̂

A


A A

 :برداری جمع های روش
 ابتدا به انتها ی قاعده -1
 الاضلاع متوازی قاعده-2

 

A

B

C A B 
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 بردار دو تفریق

 
A B A ( B)   

 :برداری جمع قوانین
 جابجایی قانون -1
 
 
 
 
 انجمنی قانون -2

A B B A  

A (B C) (A B) C    
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x y z

x y z

ˆ ˆ ˆA A i A j A k or

ˆ ˆ ˆA A x A y A z

  

  

6 
 شهروز نصیریان



2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

r x y z (r Cos ) (r Cos ) (r Cos )

r (Cos ) (Cos ) (Cos ) Cos Cos Cos 1

         

           

 :هادی کسینوسهای مجموع حاصل
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 :مختصات دستگاه چرخش

x x

y y

A ACos Sin

A ASin Cos

     
           

or 
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 بردارها ضرب

 
 داخلی یا عددی ضرب -1

 between A and BA.B ABCos( ) 
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 .نمایید ثابت مثلث یک در را کسینوسها قانون :مثال





and 
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 خارجی یا برداری ضرب -2

 

 .نیست پذیر جابجا خارجی حاصلضرب

 

 :ضرب این کاربرد از هایی نمونه

 r F  

 :ضرب این خواص
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 .نمایید محاسبه را زیر عبارات حاصل باشد                     اگر :مثال

 

A.C ? , B.C ? , C.C ?  
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 :بردار سه ضرب -3

 :عددی گانه سه ضرب -3-1 

 

 معادل مساحت با ای قاعده السطوح، متوازی :مثال
 
 .دارد                        با برابر ارتفاعی و
 

 :شود می السطوح متوازی حجم
 

       .دهد می را السطوح متوازی حجم                                  حاصلضرب پس
 

 
 :مفید ی رابطه دو
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 :برداری گانه سه ضرب -3-2

 .است معروف (Back-cab) کب-بک ی قاعده به ضرب این

 :اثبات قابل و مفید روابطی

 .نمایید ثابت را آنها بالا روابط راست و چپ مقادیر ی محاسبه با

15 
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   .شده داده بردارهای برای زیر های ضرب ی محاسبه مطلوبست :مثال

B C ? , A (B C) ?    
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 صفحه بر زیر بردار که دهید نشان  .دارند قرار مختصات مبداء در آنها مبداء که هستند برداری سه C و A ، B :مثال

 .است عمود گذرد، می C و A، B نقاط از که ای

A-B و B-C بر بردار دو این که نماییم ثابت بایست می .هستند صفحه در واقع متفاوت بردار دو D پس .عمودند 

 :دهیم می تشکیل را زیر ضرب

   D A B (B C) C A     

       

       

 
     

00 0 0

a. b c c. a b b . c a

K D. A B A B (B C) C A . A B

A B .A (B C).A C A .A A B .B (B C).B C A .B

K (B C).A C A .B K 0

  

    

           

           

     

       

       

   
     

0 00 0

a. b c c. a b b . c a

K D. B C A B (B C) C A . B C

A B .B (B C).B C A .B A B .C (B C).C C A .C

K C A .B A B .C K 0

  

    

            

           

      شهروز نصیریان 



 :مختصات های دستگاه
 کارتزین مختصات دستگاه -1

 .است راستگرد متعامد دستگاه این

 

dL dx , dy or dz

dS dx dy, dx dz or dydz

dV dx dydz






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 ای استوانه مختصات دستگاه -2
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dL d , d or dz

dS d dz , d d or d dz

dV d d dz

   

      

   
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 کروی مختصات دستگاه -3
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(r, , ) 
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2

2

dL dr , rSin d or r d

dS r d dr , rSin d dr or r Sin d d

dV r Sin dr d d

   

      

   
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   ˆ ˆˆ cos i sin j
2 2

ˆ ˆˆ sin i cos j

    
          

   

      

ˆ ˆr̂ cos i sin j    ˆ ˆ; k k

 : (اثبات) بالعکس و کارتزین به ای استوانه مختصات تبدیلات
 

 

2

2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆr cos i sin j sin r sin cos i sin j

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆsin i cos j cos sin cos i cos j

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆsin r cos sin cos j j sin r co

sin

cos

cos

s

s

ˆ ˆr̂ cos i sin j

ˆ sinin



           
 

       

 

 

 

 

       

              

   

  

 

2

2

2 2

ˆ ˆˆcos r cos i sin cos j

ˆ ˆ ˆ ˆˆi cos j sin sin i sin cos j

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆcos r sin sin cos i i cos r sin



        
  

           

           شهروز نصیریان 
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j

cos cos

ˆ ˆ ˆr̂ sin c

i

sin

i

sin

i

s

ˆ

coos i j

c

co

s

s

k

in

s

k

ˆ ˆˆ j

ˆ ˆˆ

o n s

i

s

n 

    

 

 



  





  





ˆˆ i

c

c

c

or ssin cos

ˆˆ j

ˆ ˆ0

n sincos o

sin s

i

o

s

sin

s

in

s

s

k

co

         
      
      









 



   







ˆ ˆˆ ˆi sin cos r cos cos sin

ˆ ˆˆ ˆj sin sin r cos sin cos

ˆ ˆˆk cos r sin

        

          

    
ˆ ˆi rsin cos cos cos sin

ˆ ˆj sin sin cos sin cos

ˆ ˆcos sin 0k

             
          
            

 ماتریس تبدیل دستگاه مختصات کارتزین 
 به دستگاه مختصات کروی

 ماتریس تبدیل دستگاه مختصات کروی
 به دستگاه مختصات کارتزین
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 : (اثبات) بالعکس و کارتزین به کروی مختصات تبدیلات
 ˆ ˆ ˆr̂ sin cos i sin sin j cos k

ˆ ˆ ˆˆ cos cos i cos sin j sin k

ˆ ˆˆ sin i cos j

       

        

     

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆr̂ sin cos i sin sin j cos k

ˆ ˆ ˆˆ cos cos i cos sin j sin k

ˆ ˆ ˆr̂ sin cos i sin sin

s

j sin cos k

ˆ ˆ ˆˆ

in

cos cos i cos sin j sin cos k

ˆˆr̂ sin co

co

s cos i

s



        


        

         


         

   





 





ˆ ˆˆ sin i cos j

ˆ ˆˆ sin i

ˆsin j

ˆ ˆˆr̂ sin

cos j

si cn

co

os cos i sin j

s

  




       

    



 



  




  

 شهروز نصیریان



30 

 

2

2

2 2

ˆ ˆˆr̂ sin sin cos sin cos sin i sin j

ˆ ˆˆ cos sin cos i cos j

ˆˆˆ ˆr sin sin cos sin cos sin cos j

ˆ ˆˆ ˆj sin sin r cos sin co

cos

sin

s

ˆˆr̂ sin cos cos i



           


       

             

 

 

         

      

 

2

2

2 2

ˆsin j

ˆ ˆˆr̂ sin cos cos cos cos i sin cos j

ˆ ˆˆsin sin i sin cos j

ˆˆˆ ˆr sin cos cos cos sin sin cos i

ˆ ˆˆ ˆi sin cos r cos cos sin

ˆ ˆˆ sin i cos j



 




           


      

            

        

    




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2

2

ˆ ˆ ˆr̂ sin cos i sin sin j cos k

ˆ ˆ ˆˆ cos cos i cos sin j sin k

ˆ ˆ ˆˆcos r sin cos cos i sin cos sin j cos k

ˆ ˆ ˆˆsin sin cos cos i sin cos sin j sin k

cos

sin



        


        

           


            

 





 

 2 2 ˆˆr̂ cos sin sin cos k

ˆ ˆˆk cos r sin



        

    
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 .نمایید بیان ای استوانه مختصات دستگاه در را A بردار :مثال     ˆ ˆ ˆA y z i x z j x y k     

z

2 2

Ax cos cos sin 0 sin z

y sin ; A sin cos 0 cos z

z z 0 0 1 sin cosA

sin cos z cos sin cos zsin

sin zsin cos z cos

sin cos

A sin 2 z co







            
     

                
               

           
 

         
      

   



 

 

 z

s sin

A cos 2 z sin cos

A sin cos



   


      


    شهروز نصیریان 
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 .نمایید بیان کارتزین مختصات دستگاه در را زیر برداری میدان :مثال

 :نویسیم می کارتزین مختصات دستگاه در را ها مولفه ابتدا

cos sin ˆˆE r
r r

    
     

   

 

 

cos ˆ ˆ ˆE sin cos i sin sin j cos k
r

sin ˆ ˆ ˆcos cos i cos sin j sin k
r

 
         

 

 
       

 
 .بریم می کارتزین مختصات به را مولفه هر حال

     

   

 

 

2 2

2 2 2 2

3 3 3

2 2 2

3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2

2cos sin cos 2cos sin sin cos sinˆ ˆ ˆE i j k
r r r

2 r cos r sin cos 2 r cos r sin sin r cos r sinˆ ˆ ˆi j k
r r r

z x y2zx 2zyˆ ˆ ˆi j k

x y z x y z x y z

        
   

        
  

 
 

     
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Aˆ .نمایید بیان کروی و ای استوانه مختصات دستگاههای در را زیر برداری میدان :مثال x y

  2

ˆA x y

ˆ ˆ ˆ ˆx cos A cos sin cos cos sin cos

ˆ ˆŷ sin cos




                
    

 

 2 2

ˆA x y

x r sin cos

ˆˆ ˆŷ sin sin r cos sin cos

ˆˆ ˆA r sin cos sin sin r cos sin cos

ˆˆ ˆA r sin cos r sin cos sin r r sin cos sin cos r sin cos

 


   


       

          

             
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 (اسکالر تابع) عددی میدان یک گرادیان
 مختلف پارامترهای به توابع این است ممکن .نامیم می عددی میدان یک یا اسکالر توابع را زیر شکل به توابعی 

 داشته بستگی زمان یا ارتفاع پارامترهای به است ممکن که دما مانند .نیستند دار جهت ولی باشند داشته بستگی
 .باشد

 

1

2 2 23
1

F x y z or F x y
z

   

 آن در مختصات مقدار به وابسته آن مقدار که تابعی یعنی باشیم، داشته ای نرده ای نقطه تابع یک اگر دیگر عبارت به
   :داریم بنابراین .است مختصات دستگاه چرخش از مستقل فضا در مشخص ی نقطه یک در تابع مقدار باشد، نقطه

 



   :نوشت توان می متغییر سه با اسکالر تابع برای بالا عملیات مانند

 


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 آن گرادیان را دهد می نمایش را عددی کمیت یک افزایش فضایی نرخ حداکثر جهت و اندازه که برداری بنابراین
 از مستقل و شده ساخته تابع ای پاره مشتقات های مولفه با که ساختیم تبدیلی اینجا در .گوییم عددی کمیت

   .باشد می فضا در مختصات دستگاه چرخش

 

ˆ ˆ ˆdel operator : i j k
x y z

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( i j k) ( i j k)
x y z x y z

ˆ ˆ ˆor ( x y z)
x y z

  
    

  

     
         

     

  
   

  

 :نوشت و برد بکار مناسبی نمادنگاری توان می

 

 شهروز نصیریان



38 

 :نمایید حساب را زیر تابع گرادیان : مثال

 



   طول نمو در آن ای نقطه ضرب از است عبارت اسکالر تابع گرادیان مستقیم کاربردهای از یکی
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 :نمایید حساب را زیر توابع گرادیان : مثال

 

 .نمایید حساب نقطه آن در را الکتریکی میدان مقدار ، (1،1،0) ی نقطه در زیر پتانسیل گرادیان ی محاسبه با : (16 -2) مثال

 

x

0

x x

0 0

0

y
V E e Sin

4

y y yˆ ˆ ˆ ˆ ˆE V E ( i j k) E e Sin E (iSin j Cos ) E e
x y z 4 4 4 4

Eˆ ˆE(1,1,0) (i j )
4 2 e



 




      
           

  


 


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 (div F ) :برداری میدان یک دیورژانس

 یا شار خطوط که نماییم می ترسیم شکل بردار و دار جهت خطوطی توسط را آنها برداری های میدان ی مطالعه در 
 میدان نمایند، عبور سطح یک یا نقطه یک از (بیشتر چگالی با) بیشتر خطوط چه هر .باشند می جریانی خطوط
 میدان (جریان یا) میدان خطوط مجموعه از است عبارت برداری میدان شار .است تر قوی آنجا در برداری
 .سطح از گذرنده برداری

 : از است عبارت نقطه یک در A برداری میدان دیورژانس تعبیر بنابراین
   :نماید میل صفر سمت به نقطه حول حجم این که وقتی حجم، واحد در A خروجی خالص شار

 

 
S

V o

A.dS

div A .A lim
V 

 




 .برداری میدان در دل عملگر داخلی حاصلضرب از است عبارت برداری میدان یک دیورژانس دیگر عبارت به
 از مقدارش که آید بدست است اسکالر عددی که برداری میدان یک شار مقدار تا شود می موجب عملیات این فلذا

 .است متفاوت دیگر ی نقطه به ای نقطه
 

 
x y z

yx z

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.A ( i j k). (A i A j A k)
x y z

AA A
.A

x y z

  
      

  

 
   

  
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 :نمایید حساب را          تابع دیورژانس : مثال

 

r f (r)

 می منبع یک وجود نمایشگر است کرده احاطه را حجمی که سطحی از A بردار خروجی خالص شار بنابراین
 نمونه زیر شکل در .است جریان منبع قدرت از سنجشی A دیورژانس و .شود می نامیده جریان منبع که باشد
 .است شده داده نشان جریان منبع از هایی
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 .نمایید ثابت را فوق ی رابطه :مثال



43 

 :(curl A) برداری تابع یک تاو یا برداری تابع یک کرل
 .شود می آن دور به برداری میدان یک گردش باعث داردکه وجود گردابی منبع بنام منبع از دیگری نوع

 سطح واحد در برداری میدان  خالص گردش حداکثر آن ی اندازه که است برداری برداری میدان یک کرل حاصل
 جهت طوری سطح که زمانی است سطح بر عمود جهت آن جهت و کند می میل صفر بسمت سطح وقتی است،

 .نماید حداکثر را خالص گردش که باشد شده داده
 اگر دارد می بیان که گیریم می کمک راست دست ی قاعده از باشد جهت دو در تواند می سطح یک بر عمود چون

 سطح بر عمود نرمال بردار جهت شست انگشت دهند، رانشان dL یا میدان چرخش جهت راست دست انگشتان
 .دهد می نشان را

 
 

C

S o

Max

A.dL

ˆcurlA A lim n
V 

  
  

    
  

  


x y z

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆV ( i j k) (V i V j V k) or
x y z

  
      

  
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 :نمایید حساب را                        تابع کرل : مثال

 :داریم 

 :نوشت توان می پس 

 

 :شده محاسبه قبلاً

 
 : چون فلذا

 

 پس

 
 :نمایید حساب را زیر اتحاد : مثال

 

 :داریم

 :نوشت توان می همچنین A . از نه گیرد می مشتق B از تنها دل عملگر آن در که 

 

   .گردد می اثبات اصلی ی رابطه ، رابطه دو جمع با
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 :          متوالی های کاربرد

 



 .هستند برداری و ای نرده برداری، کمیتهایی بترتیب آنها حاصل که کردیم تعریف را کرل و دیورژانس گرادیان، اینجا تا
 .(اند برداری توابعی V  و A و اسکالر تابعی          ) :نماییم محاسبه را زیر عبارات خواهیم می حال

 

 
(a) . ,(b) ,(c) .V ,(d) . A ,(e) ( V)       

(a)



(b)


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(d)

 کرل دیورژانس پس  .ندارد اهمیت گیری مشتق ترتیب باشد، دوم مرتبه جزئی مشتقات دارای A آنکه بر مشروط
 .است صفر

 .باشد می کب-بک اتحاد از استفاده با آسان نیز (e) ی محاسبه

 شهروز نصیریان

 :گرفت کمک زیر اتحاد از توان می (c) ی محاسبه برای
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 :ی محاسبه مطلوبست باشند                                           و                    اگر :مثال

 شهروز نصیریان
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 :مثال
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 ها ژاکوبین .قائم الخط منحنی مختصات
 :باشند ها u از توابعی z و x، y آن در که داری، زیر شکل به تابعی که کنید فرض

1 2 3 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆr x(u ,u ,u ) i y(u ,u ,u ) j z(u ,u ,u )k  

   الخط منحنی مختصات توسط بلکه (x, y, z) قائم مختصات توسط تنها نه شکل در را P مانند ای نقطه بنابراین
 .کرد تعریف توان می                             

 

 

1 2 3(u ,u ,u )

 رسم خمی r یابد، تغییر سومی و باشند ثابت ها u از تا دو اگر
 .گویند می یافته تغییر ی u ی مختصه آن به که کند می

 :نوشت توان می
 

 

 توان می باشد جهت این در و P در یکه بردار        اگر .است مماس P در       ی مختصه خم بر             بردار
 
   :نوشت توان می مشابه بطور                          آن در که                              نوشت 
 

                             ترتیب به آنها، در که                                                            
 

1

r

u



1u
1e
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 :نوشت توان می پس
 

 
 .نامند می مقیاس ضرایب را                   کمیتهای

 

 

 را فوق الخط منحنی مختصات باشند، عمود هم بر بدو دو                 های بردار P دلخواه ی نقطه هر در اگر
 .شود می داده زیر ی رابطه با         کمان طول عنصر حالتی چنین در .نامند می قائم 
 

 .است متناظر شکل السطوح متوازی قطر طول مجذور با و 
 :شود می بیان زیر عبارت با السطوح متوازی حجم قائم، مختصات حالت در همچنین

 

 :نوشت زیر بصورت آنرا توان می و 
 

 

 گویند بحث مورد تبدیل ژاکوبین را زیر عبارت آن در که
 .است شده داده توضیح بعد صفحه در و
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 نوشت؟ روبرو شکل به را                                توان می چرا
 

 

 :یا و
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 :الخط منحنی مختصات در لاپلاسین و کرل دیورژانس، گرادیان،

 :داریم باشد برداری تابعی                                               و  اسکالر تابعی        اگر
 

 



1 2 3

1 1

1 1 1 1 1 1

( e e e )
x y z

u u 1 1 1
,

x u x x h e h x h u

   
        

 
 

            
         



 شهروز نصیریان

     
1 2 3ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆe x, e y, e z

1 2 3

1 3 2

1 1 1
ˆ ˆ ˆ( e e e )

h x h y h z

ˆ ˆ ˆ( x y z)
x y

1 1 1

z

    
    

 



 

  
   



 

 

   با نیز                  حال این در و نماییم                    جایگزین کارتزین مختصات دستگاه در را (x, y, z) اگر
 دیورژانس، گرادیان، معادلات به اخیر فرمولهای آنگاه است،                                نیز و شود جایگذاری              

 .شوند می تبدیل کارتزین مختصات در لاپلاسین و کرل 

1 2 3(e ,e ,e )

ˆ ˆ ˆ(i, j, k)



54 

 :نوشت توان می ترتیب همین به
 

 

1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 3 11 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 2 3 1 1

.A ( e e e ) .(A e A e A e )
x y z

(h h A )A A u u A A A1 1 1 1 1
, , ...

x u x x h e h x h u x h h h u

  
      

  

         
       

         

     

     

2 3 1 1 3 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

x y z

1 2 3 1 2 3

1 2 3

h h h & u x, u y, u z

ˆ ˆ ˆe x̂, e ŷ, e ẑ

1
.A h h A h h A h h A

h h h u u u

.A A A A
x y z

    

  

   
    

   

   
    

 

 

 

 



شهروز نصیریان 
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 :نوشت توان می نیز و
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x y z x y z

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 i 1 j 1 k i j k

1
A

1 1 1 x y z x y z

1 A 1 A 1 A A A A

  

     
   

       

  

2 2 2
2

2 2 2x x y y z z x y z

                  
               

               



56 
 شهروز نصیریان



57 
z

ˆ ˆ ẑ

1
A

z

A A A 

  
 

     
    
 
  شهروز نصیریان 

 -ای استوانه الخط منحنی مختصات
 آن در لاپلاسین و کرل دیورژانس، گرادیان، ی محاسبه و حجمی المان ، کمان طول عنصر ی محاسبه 
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 -کروی الخط منحنی مختصات
 آن در لاپلاسین و کرل دیورژانس، گرادیان، ی محاسبه و حجمی المان ، کمان طول عنصر ی محاسبه 
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     

 

F 2r cos 5 2

F 1 F 1 Fˆˆ ˆF r
r r r sin

1 1ˆˆ ˆF 2r cos 5 2 r 2 r cos 5 2 2r cos 5 2
r r r sin

5ˆˆ ˆF 2cos r 2sin
r sin

    

  
      

     

  
                  

     

      


   .نمایید محاسبه کروی مختصات دستگاه در را زیر تابع گرادیان : مثال

 

   .نمایید محاسبه ای استوانه مختصات دستگاه در را زیر تابع گرادیان : مثال

 

     

F 2sin z 4

F 1 F F ˆˆ ˆF k
z

1 ˆˆ ˆF 2sin z 4 2sin z 4 2sin z 4 k
z

2
ˆ ˆ ˆF z cos z

    

  
      

     

  
                  

     

       
شهروز نصیریان 



62 
 شهروز نصیریان



63 

 .نمایید حساب ای استوانه مختصات در را زیر میدان دیورژانس : مثال

 

 

         

z
F F1

ˆ ˆ ˆF zsin 2z z .F F
z

1 1 z cos
.F zsin 2z .F 2 z cos 2 .F 4

z





  
            

     

    
                           

 .نمایید حساب کروی مختصات در را زیر میدان دیورژانس : مثال

 

   

    

 

2

r2

2

2

2 2 2

2

2 2

F1ˆˆ ˆF 2r r cos r .F sin r F r sin F r
r sin r

1
.F sin r 2 r sin r cos r r

r sin r

1
.F 4sin r r cos sin

r sin

4 cos sin 4 cos 2
.F

r sin r sin





  
             

      

   
        

      

        
 

    
     

  
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 .نمایید حساب ای استوانه مختصات در را زیر میدان کرل : مثال

 

z z

ˆ ẑ
ˆ

ˆ ˆ ẑ

1
ˆ ˆ ˆF zsin 2z z F

z z

F F F F F F

ˆ ẑ
ˆz zF

zsin 2z 2z zsin

ˆ
F 0 sin

   

 
     

  
                        

  
    

 
 

          
                

                     


   


     

ˆ ˆz zsin z
ˆ ˆ0 0 zsin 0 sin


          

 
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 .نمایید حساب کروی مختصات در را زیر میدان کرل : مثال

 

 

2

r

2

2 2

2

ˆˆ ˆr r r sin

1ˆˆ ˆF F 2r r cos r F
r sin r

F r F r sin F

1 ˆˆ ˆr rF r r r sin
r sin

r cos r 2 r 2 r cos

1 ˆˆF r 0 0 r 1
r sin

 

  
 

            
      
 
  

           
                                         

    


    
2

2

ˆ ˆr 2 r sin cos
ˆ0 r sin 2 r cos 0

r sin

ˆ
ˆF 2cos

r sin

    
      




   


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 :برداری توابع شامل های انتگرال
V C

C S

(1) : Fdv (2) : V d

(3) : Fd (4) : A.ds

 

 

   .گردد حل بایست می که نماییم می برخورد بالا اشکال با هایی انتگرال با الکترومغناطیس و فیزیک در

 .نمود محاسبه مجزا انتگرال 3 بصورت توان می را است بعدی سه مختصات حسب بر تابعی شامل که (1) انتگرال

 حجم یک نمایانگر dv اگر .نمود تجزیه مولفه 3 به مناسب مختصات دستگاه در را F تابع است کافی

 .باشد می گانه سه انتگرال یک نمایانگر (1) انتگرال آنگاه باشد (حجمی المان) دیفرانسیلی

   را گیری انتگرال مسیر نیز C و طولی المان نمایشگر dl و است فضا در عددی تابعی V حاوی (2) انتگرال
 

 :نویسیم می پذیرد صورت Q ی نقطه تا P ی نقطه از انتگرال اگر .دهد می نشان

Q

P

V d

 :نویسیم می شود انجام C ی بسته مسیر روی انتگرال این چنانچه
C

V d

 :داریم بنویسیم، (کارتزین مانند) مناسب مختصات دستگاه در را dl اگر حال

C C C C C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆVd V(x, y,z)[dx i dy j dz k) i( V(x, y,z)dx) j( V(x, y,z)d y) k( V(x, y,z)d z)         

 .شوند می محاسبه براحتی انتگرال 3 حال
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 خطوط (b) رود، می (1,2) به (0,1) از که راستی خط (a) مسیرهای در زیر انتگرال ی محاسبه مطلوبست :مثال

2x   سهمی امتداد در (c) و میروند (1,2) به (1,1) از آنگاه و (1,1) به (0,1) از که راستی t , y t 1  
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   .شوند می منتهی عددی مقادیر به آنها هردوی و اند شکل یک ریاضی نظر از (4) و (3) های انتگرال

 شده انجام کار فوق انتگرال باشد، نیرو یک F اگر چونکه است اهمیت حائز بسیار فیزیکی نظر از (3) انتگرال

 شدت) E با F اگر نیز و باشد می Q انتهای ی نقطه به P ابتدای ی نقطه از جسم جابجایی برای نیرو توسط

 بار یک حرکت برای الکتریکی میدان توسط شده انجام کار انتگرال این آنگاه شود، جایگزین الکتریکی میدان

 .باشد می Q تا P از واحد

 زیرین مسیرهای در روبرو انتگرال ی محاسبه مطلوبست :مثال

  (a)  

  (b) میروند (1,1,1) به نهایتاً و , (0,1,1) به سپس و (0,1,1) به آنگاه و (0,0,1) به (0,0,1) از که راستی خطوط. 

(c) (1,1,1) و (0,0,0) بین واصل مستقیم خط. 

2 3x t , y t , z t  
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 می S سطح از که A برداری میدان شار دوگانه انتگرال این فیزیک در .است سطحی انتگرال یک (4) انتگرال

 در و       ی اندازه داری که است         شکل به سطحی المان انتگرال این در .گیرد می اندازه را گذرد

  .باشد می      جهت

 :شود می انتخاب زیر صورت به     جهت

 .است حجم خارج جهت در همواره      مثبت جهت باشد، حجم یک ی کننده محصور سطح اگر1)

 انگشتان اگر یعنی دارد، بستگی باز سطح ی حاشیه روی حرکت جهت به    جهت باشد باز سطح اگر (2

 را      جهت شست انگشت جهت نمایند، تعقیب را باز سطح ی حاشیه در چرخش جهت راست دست

 .دهد می نشان

 .دهد می نشان را بسته سطح از عبوری شار مقدار (4) انتگرال باشد، الکتریکی برداری میدان A اگر فیزیک در

n̂ dsds

n̂

n̂

n̂

n̂

n̂

E

S S S

ˆ ˆA.ds A.n ds E.n ds     
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 ی محاسبه مطلوبست باشیم، داشته را                                                     برداری تابع اگر :مثال

 .است xy ی صفحه در 2 شعاع به و مختصات مرکز به ای دایره C اگر 

  :داریم ای استوانه مختصات در

  :داریم پس است متغییر  تنها و است 2 برابر و ثابت  .است صفر Z تغییرات شده داده مسیر در

C

F.d    ˆ ˆF y 2x i 3x 2y j   

ˆ ˆ ˆd d d dzz  

ˆd 2d 

     

    

      

C C

C

C C

2

C

x 2cos and y 2sin
ˆ ˆˆ ˆj . cos and i. sin

ˆ ˆ ˆF.d y 2x i 3x 2y j . 2d

ˆ ˆˆ ˆ2d y 2x i . 2d 3x 2y j.

F.d 2d 2sin 4cos sin 2d 6cos 4sin cos

F.d 4sin 16sin cos

   

   

      
 

       

             

      

 



 

  2

C

2 2 2

2 2

C 0 0 0

C

12cos d

F.d 4 sin d 16 sin cos d 12 cos d ....

F.d 4 0 12 8

  

  

            

       



   
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                                                  ی محاسبه مطلوبست .بگیرید نظر در را                                                           برداری میدان :مثال

 .  π/2 0 و r = R  ، 0   2π ی نیمکره روی

   :از است عبارت سطح عنصر

  :داریم همچنین

 

 

   :نیز و

 :داریم حال

   ˆ ˆ ˆF x y i x y j 2zk     F.dS

2 2ˆ ˆdS R sin d d n R sin d d r       

ˆ ˆ ˆr̂ sin cos i sin sin j cos k

ˆr̂ .i sin cos

ˆr̂ . j sin sin

ˆr̂ .k cos

       

   


   


 

x R sin cos ; y R sin sin and z Rcos       

   

 

 

2

2

R sin cos R sin sin

R sin cos R sin sin

Rcos

ˆ ˆ ˆ ˆF.dS x y i x y j 2z k . R sin d d r

î

ˆ ˆF.dS j . R sin d d r

ˆ2 k

   

   



              

  
 
           
 
 
 
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   

 

 

  
 

3 2 3 2

3 2 3 2

2

2

R sin cos R sin sin

R sin cos R sin sin

Rcos

R sin cos R sin sin

R sin cos R sin sin

ˆ ˆ ˆ ˆx y i x y j 2z k . R sin d d r

ˆR sin d d r

F.dS

î

ˆF.dS j .

ˆ2 k

ˆ ˆi .r

ˆ ˆF.dS j.

   

   



   

   

       

  

      

  
 
        
 
 
 

 

    

 
  

  

 

3

3 2 3 2

3 2 3 2

3

R cos

R sin cos R sin sin

R sin cos R sin sin

R cos cos

sin cos

sin sin

r d d

ˆ ˆ2 sin k .r

F.dS d d

2 sin



   

   

 

 

 

 
 
 

    
 

  

  
 

       
 

 
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 

 

 

3 3 2 3 3

3 3 3 3 2

3 2

2

3 3 3 2

2

3 3

1

R sin cos R sin sin

R sin cos R sin sin

R cos

cos sin
R sin R cos

sin cos sin

R sin

cos

F.dS d d

2 sin

cos
F.dS 2 sin d d

F.dS 2sin



   

   



 
 

  



   
 

       
 

 

 
    
        

  
  

  

 

2

3 3 2

3 3

S

2 2
3 2

0 0

2 2
sin d sin cos d 0

3 3

cos

R sin cos

2

2

0

2sin d d

R R

d d

F.dS

F.dS 2 d

  
 

  
   
  

 
 

      



 





  

     

    

    

 


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 :واگرایی یا گاوس یا دیورژانس ی قضیه

 به ای نقطه حول حجم این که وقتی حجم، واحد در A برداری میدان خروجی خالص شار بصورت را دیورژانس

 میدان یک دیورژانس حجمی انتگرال  که داشت انتظار توان می بنابراین .کردیم تعریف نماید میل صفر سمت

 یعنی .باشد برابر حجم ی برگیرنده در سطح از خروجی کل شار با برداری

 

 

 

   .شود می گفته واگرایی یا گاوس یا دیورژانس ی قضیه اتحاد این به که

 

 

V S
.Adv A.ds  
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 به محصور ای ناحیه در که باشد، شده داده زیر بصورت (باشد الکتریکی میدان یک کنید فرض) A بردار اگر :مثال

 دیورژانس ی قضیه ضمناً .مکعب سطح از عبوری شار ی محاسبه مطلوبست دارد، قرار واحد طول به مکعب

 .نمایید تحقیق نیز را
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 :استوکس ی قضیه

 خطی انتگرال برابر باز سطح یک روی برداری میدان یک کرل سطحی انتگرال که دارد می بیان استوکس ی قضیه

   .گیرد می بر رادر سطح که است مسیری روی بردار ی بسته

 
S C
( A).ds A.d  

 و A برداری میدان داردکه می لازم میگردد، استوکس ی قضیه به منجر که فرایندهایی اعتبار دیورژانس، ی قضیه مانند

   .باشند پیوسته C امتداد در و S روی و آن اول مشتقات همچنین

 

 .است ثابت یک C آن در که است                              ی رویه بر عمود برداری         نمایید ثابت :مثال 

 

(x, y,z) C 

 .باشد رویه این به متعلق و P(x,y,z) مانند دلخواه ای نقطه مکان بردار                                کنیم فرض

   ولی .دارد قرار (P ی نقطه در) رویه بر مماس ی صفحه در                                        آنگاه

 

ˆ ˆ ˆr x i y j z k  

ˆ ˆ ˆdr dx i dy j dzk  

dr .است عمود رویه بر این بنابر و           بر            نتیجه در                       یعنی .dr 0 

 شهروز نصیریان



82 

 از بخشی از عبارت S آن در که                                           برای را استوکس ی قضیه درستی :مثال

 .کنید ثابت (است آن مرز) C و z = 2 به محدود و                           پارابولوئید

C (مرز S) معادلات به ای دایره z = 2 و x2 +y2 = 4 پارامتری معادلات و z = 2 و y = 2 sin t و        

x = 2 cos t داریم پس .                       آنها در که است: 
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 .کرد بیان دیگر برداری میدان کرل صورت به را آن توان می آنگاه باشد، دیورژانس بدون برداری میدان یک اگر

  را  A برداری میدان باشد،                  اگر که دارد می بیان اخیر بیان .باشد B برداری میدان این کنید فرض

 .کرد تعریف                    بصورت توان می

 جریان چاه یا منبع سلونوئیدی میدانهای .شود می نامیده نیز سلونوئیدی میدان یک دیورژانس بدون میدان یک

 خود روی شار خطوط و است صفر بسته سطح هر از سلونوئیدی میدان یک خروجی خالص شار .ندارند

 .شوند می بسته

 

 

 

B A 

.B 0 
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 :هلمهولتز ی قضیه

   .است چرخشی غیر کرل بدون میدان یک و است سلونوئیدی دیورژانس، بدون میدان یک

 .کرد بندی دسته آنها بودن گردشی غیر یا/و سلونوئیدی اساس بر توان می را برداری های میدان

 .بار از تهی ی ناحیه در ساکن الکتریکی میدان مانند ، گردشی غیر و سلونوئیدی -1

 

 .جریان حامل هادی یک در دائم مغناطیسی میدان مانند ، گردشی ولی سلونوئیدی -2

 

 .دار بار ی ناحیه در ساکن الکتریکی میدان مانند سلونوئیدی، غیر اما گردشی غیر -3

 

   .زمان با متغییر مغناطیسی میدان همراه به باردار ی ناحیه در الکتریکی میدان مانند سلونوئیدی، غیر و گردشی -4

 

 

.F 0 , F 0   

.F 0 , F 0   

F 0 , .F 0   

F 0 , .F 0   
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 تکلیف ها و تمرین ها
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  از اند شده مالیده ابریشمی ای پارچه به که را ای شیشه ای درمیله وقتی کردید مشاهده تجربه به :کولن قانون

  دهیم مالش خز پوست با را پلاستیکی میله دو اگر وحال نمایند می دفع را یکدیگر میله دو نماییم آویزان گاهی تکیه

 .مینمایند راجذب یکدیگر پلاستیکی میله یک و شیشه میله یک سوم حالت در نمایند می دفع را یکدیگر نیز دو آن

 عامل تواند می خود که اید می وجود به خاصیت ها میله در مالش اثر در که است ان ساده ازمایش این نتیجه

 : داریم حال و میگوییم (بار) عوامل این به که باشد جدید نیرویی ایجاد 

 .دارند نام هم بارهای راB و A نماید دفع را A, B اگر و دارند نام هم غیر بارهای BوA نمایید جذب راA، B اگر

 است (الکترون بار)e مرجع بار از صحیح ضزیب هستی عالم در بار هر: کوانتیزه بار

 :(تجربی)کولن قانون

 
q1 q2 

  

12r

1 2

12

q q

F 1

r




 



 : داریم 

 :سوم فصل
 ساکن الکتریکی های میدان
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q1 

q2 

1
r


2
r


1 2 12r r r  1 2 1 2

1 2 1 2
q q q q2 2

12 12

q q q q
F F k

r r
  

2

2

1 nm
M.K.S: k

4 . c

C.G.S: k 1





 

قرار گرفته است بار      را چگونه  2از نقطه  cm 20در فاصله qبارواحد , متر فاصله دارند  1دو نقطه از یکدیگر ( مثال 

 از طرف دوبار تقسیم شده باشد ؟ qتقسیم کنیم به نحوی که نیروی وارد بر   2و1بین نقطه 

1 m 

20 cm 

1 2 

1q

2 2q Q q 

Qq

Q

1 qF 2 qF 

1
1 q 2

q q1
F

4 . (.8m)
 



2
2 q 2

q q1
F

4 . (.2m)
 



1 2 1 1

2 2 2 2

1 1 1 2

q q q q q (Q q )

(0.8) (0.2) (0.8) (0.2)

4 1
q 4(Q q ) q Q , q Q

5 5


   

    

1 q 2 qF F 
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   الکتریکی میدان 

     :شود می تعریف حال و                                   :داشتیم 

   qi=  فضا از نقطه هر در موجود بار. 

   ri = شود می محاسبه میدان که ای نقطه تا نظر مورد بار فاصله. 

 پیوسته بار توزیع -2  ای نقطه بار توزیع - 1:است موجود بار توزیع نوع دو طبیعت در

 

1 2

1 2

2

0 12

1

4


.q q

q .q
F

πε r
2         

0           q 0            q 0

1
E limE lim

4
 

  


i

ii

q

  qFq

q πε r
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 تغییرات شار فیزیکی

 المان سطح میدان برداری

 sروی سطح 

E


G


B


  sdEd
EE


 .

sdAd


.

:تعبیر شار فیزیکی  

A .در روی سطح ایجاد می نماید       عبور نماید شارفیزیکی اندازه      اگر یک میدان برداری    از سطح : شار فیزیکی 


s


A.S
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بیان می دارد که شار کل عبوری شدت میدان الکتریکی از یک سطح بسته در فضا، برابر کل بار داخل : قانون گوس 

 : حال داریم:                                             داشتیم. سطح تقسیم بر      است

 :و داریم( روی سطح بسته)حال از طرفین انتگرال میگیریم 

 :از طرفی می دانیم        برای بار نقطه ای می شود

E
ˆd E.ds E.nds    cos.ˆ. dsnEsdE




  dsEsdE cos.


ds
r

q
E 


cos

4

1
2




0

E

2 2

4

1 q q coos ds
E.ds cos ds E.ds

4 . 4 .r̂ r

q q
E.ds 4 E.ds

4 . .

 


    

 

   
 

   

 

n i

i 1

S S

q 1
E.ds or E.ds dq

. .
 

 
  
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 .مطلوب است محاسبه میدان این توزیع بار در نقاط خارج و داخل کره. داریم ρو چگالی  Rکره ای تو پر با شعاع ( مثال 

ρ 

r 

R E

1n̂

   

2
1

3

1

3

1 1 1

3 3

2

1

S 4 r

3

2

4
R

q 3E.ds
. .

4
R

3ˆ ˆE n . n ds cos0
.

(1) : r R

4 4
R R

3 3E ds E(4 r )
. .

R
E ; r R

3 r

  

 

 
 

 

 


   

     


 




 








r’ R 

E

2n̂

   

3 3

2 2 2 2

4 4
r r

q 3 3ˆ ˆE.ds E n . n ds cos0(2)
.

:
.

R
.

r

    


   
 




  

2
2

3 3

2

2

S 4 r

4 4
r r

r3 3E ds E(4 r ) E ;
. .

R
. 3

r

  

    


      
 





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 :الکتریکی پتانسیل

 .شود می نوشته q بار مقدار بر q جابجایی برای لازم کار تقسیم از عبارتست الکتریکی پتانسیل تعریف بنابر

 .کند نمی احساس را شتابی هیچ بار که نحوی به پذیرد می صورت آهستگی به بار جابجایی :نکته

 .دارد قرار ∞ در 0 پتانسیل A ی نقطه که کنیم می فرض یا کنید می فرض صفر را (A) ابتدا ای نقطه پتانسیل معمول طور به

 :که دانیم می مکانیک از

.dx .dx

 

          

AB
B A

AB
AB AB B A

W
V V

q

W
W F qE.dx q E V V V E.dx

q

 :الکتریکی پتانسیل برای رابطه آوردن بدست
 :میگیریم نظر در را زیر اسکالر تابع

   
1

X,X X , , ,X ( , ,
X X

     
  

f f x y z) x y z

 :گیریم می گرادیان فوق تابع از حال
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       

       

       

1
1 2 2 2 2

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

(1)

ˆ ˆ ˆi j k
x y z

î

1
X,X X X

X X

X
x

X,X

X,









  

      
 

               
    

       
 

 
 

     
      

   
    

  

       
    

f = x x y y z z

f x x y y z z

f x x y y z z

     

     

     

1
2 2 2 2

(2)

1
2 2 2 2

(3)

1
2 2 2 2

(

ˆ

*)

1
(1

j
y

k̂
z

1
x

) : 2
2













 
       
   

 
 

   
   

   

     
   

        

   
   

   

   
    

  
 

 

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z        

 

     

 

2

3
1 2 2 2 2

3 3
2 2 2



   

 


 

 
       
  

 
    

 
 

         
  



x x x x y y z z

x x x x

x x
x x y y z z
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  :داریم ، نماییم حساب اگر نیز را (3 و2 )دیگر جملات گرادیان ترتیب همین به

 

     

 

     
3 3

2 2 2 2 2 22 2

(2) : and (3):
    

               
   

 

y y z z

x x y y z z x x y y z z

 :داریم )*( عبارت در جوابها این دادن قرار با

 

 

     

 

     

 

     

 
     

2

2 2

3

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

 
 
  
  

 



 





 
 
 
 

   
    

  
  

      



    

    

  

 

2 2 2

3 3

2 2 2 2 2 2

3 3 3

- x-x i
+

x-x + y-y + z-z

f X,X =
- y-y j - z-z k

+

x-x + y-y + z-z x-x + y-y + z-z

- x-x i - y-y j - z-z k -(X
f X,X = + + =

X-X X-X X-X

 
 

       
3 3

-X ) 1 -(X-X )
= (I)

X-XX-X X-X
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3 2

3 2

R

R

ˆ ˆ

ˆ ˆ






 

 
  

      



3

X-X

X-X

1 -(R =RR) -R
=

R R R1 -(X-X )
=

X-X 1 (R =RR) RX-X
=

R R R



  X X X1
E(X)

34 0 X X

 
  



dq
dE

πε

 :شود می محاسبه زیر ی رابطه با بار توزیع یک الکتریکی میدان که دانیم می قبل از

 :نویسیم می حال
  

 3

0 0

X
(X X )

X
3

X X

X X1 1
E(X)

4 4X X

 
 

  
    


  


  

dq
dE dq

πε πε

 :داریم گیریم، بکار را (I) ی رابطه اگر

 
   

   

E(X) V(X)

X X1 1 1 1
E(X) X V(X)

4 4 4X X X X X X0 0 0

X XV(X)




       
          

          


  

dq dq
dq

πε πε πε

E dx V

 
n

i 1 0 0 0 0i

(X ) (X ) (X )s v1 1 1 1
s v4 4 4 4X X X X X X

    
   

     
   i

d d dq
X

πε πε πε πεX X
V

  ها آن از ناشی الکتریکی پتانسیل ی محاسبه برای باشد موجود حجمی و سطحی و خطی و ای نقطه بار توزیع فضا در اگر*

 :داریم X ی نقطه در
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مطلوب است محاسبه پتانسیل الکتریکی این توزیع بار در نقاط . داریم ρو چگالی  Rکره ای تو پر با شعاع ( مثال 
 .خارج و داخل کره

 :قبلاً محاسبه کردیم که
3

2

R
; r R

3 . rE(r)
r

;
3 .

r R

 
  


 

   

   

r 3R
dr

23 . r

3 3

E(x) V(x) x x x

r
1

x x r ; r R
r

R R

3 . 3 .

       




 
        









 

V E d

V V

 :در خارج کره Vمحاسبه ی( الف

 :در داخل کره Vمحاسبه ی( الف

   

 

 

3

2

2

3
2 2

2

R r
dr dr

3 . 3 .r

2R R
rdr

3 . 3 . 3 . 6 .

R r
E(x) V(x) x x x

R

R r
1

x (r R )
r R

x (3 R r ) ; r
6

R
.

 

 

   



         


 
            




   

V E d

V

V
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 .(بعد صفحه 2 در * رابطه توضیح) :مثال

 a r که آن شرط با فضا از مشخص ی نقطه در 2a بارهای ی فاصله با الکتریکی قطبی دو یک الکتریکی پتانسیل

 :از است عبارت باشد

 

 

 

n 1

4i 1 i

1 11 2

4 4 01
2

1 2 1 (*)
4 40 01 2 1 2

 
 

  
 

   
     
   
   

qiX
πε X X

q q
V x

πε πεX X X X

r rqq q
V x

πε πε r r

V

r r

 

 
 

 

0

0 0
0

2
2 1 (*) 21

2 2 2 2 24cos
2 1 2

2 ˆ1 1 .aP 2 r
2 2 24 4 4

       
                  


   

r r a cosθr r a cosθ q a cosθ
V X

πεr r a cosθ r r r a θ r r

qa  cosθ P cosθ P qa
V X V X

πε πεr r πε r

105 
 شهروز نصیریان



 :هادی ها در میدان الکتریکی ساکن

اکنون رفتار میدان را در . تا کنون تنها میدان الکتریکی توزیع های بار ساکن در فضای آزاد یا هوا بررسسی شد

دی )بطور کلی ماده به سه دسته ی هادی ها، نیمه هادی ها و عایق ها . محیط های مادی بررسی می کنیم

 .تقسیم می شوند( الکتریک ها

هادی ها اجسامی هستند که بار الکتریکی در آن ها جابه جا میشود و این جابه جایی بار موجب به وجود  

بنابراین بار ,امدن میدانی می گردد که قانون اصلی جایگزیده بودن بار ها در الکتروستاتیک را مخدوش میکند 

ها در رسانا ها خود را به گونه ای می ارایند که میدان الکتریکی در داخل هادی ها صفر باشد و این نتیجه از 

پس چنانچه بار خارجی به یک هادی اعمال شود آن ها میدانی در داخل . نیز منتج می شود f=qEرابطه ی 

هادی ایجاد می نمایند و این میدان موجب جابجایی بارها می شود و این امر آنقدر ادامه می یابد که بارها بر 

توزیع بار در روی سطح هادی به . روی سطح هادی قرار می گیرند و چگالی بار در حجم هادی صفر می شود

اگر میدان الکتریکی در سطح هادی دارای مولفه ی مماسی باشد، آن یک نیروی . شکل سطح بستگی دارد

مماسی ایجاد می نماید که نتیجه حرکت بارها در روی سطح هادی است که نتیجتاً تعادل بار موجود نخواهد 

.  بنابراین تحت شرایط سکون، میدان الکتریکی روی سطح هادی و در همه جا عمود بر سطح هادی است. بود

 .بعبارت دیگر در شرایط سکون سطح هادی یک سطح هم پتانسیل است
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 :دی الکتریک ها در میدان الکتریکی ساکن

 برای تجزیه و تحلیل تاثیر ماکروسکوپی دوقطبی های القا شده، 

 :را به صورت زیر تعریف می کنیم Pبردار قطبی شدگی 

n V

k

k 1
2

V 0

P
CP lim ( )

mV





 






n  تعداد مولکولها در واحد حجم و و صورت کسر مشخص کننده ی جمع برداری گشتاورهای دوقطبی القا شده ی

 .  موجود در حجم بسیار کوچک          است

گشتاور دوقطبی یک جزء کوچک حجمی          یعنی . چگالی حجمی گشتاور دوقطبی الکتریکی می باشد Pبردار 

dP برابر است با                       و پتانسیل الکتریکی ناشی از آن برابر است با  : 

 .پتانسیل ناشی از دی الکتریک قطبی شده بدست می آید ’Vبا انتگرال گیری روی حجم دی الکتریک 

 

                                             )*( 

V

dV

dP PdV
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 :فاصله یک نقطه ی میدان ثابت از عنصر کوچک حجمی           است و در مختصات کارتزین  Rکه در آن 

 

 :  نسبت به مختصات پریم دار برابر است باR/1قبلاً ثابت شد که که گرادیان 

 :         )**(می شود)*( از این رو معادله ی 

 

 :  می شود)**( را در نظر می گیریم و  f=(1/R)و  A=Pاتحاد برداری                                                را با 

 

 

 :انتگرال حجمی اول با استفاده از قضیه ی دیورژانس به انتگرال سطح تیدیل می شود و داریم

 

 

 .رو دی الکتریک و بسمت خارج است ’dsعمود بر عنصر کوچک سطحی  a’nکه در آن 

 

 

dV

V S
; .A dv A.ds  

108 
 شهروز نصیریان



این رابطه آشکار می سازد که پتانسیل ناشی از یک دی الکتریک قطبی شده می تواند از اثر توزیع های دو بار سطحی 

 :و حجمی با چگالی های زیر محاسبه شود

 

 :پس داریم. این دو رابطه را چگالی های بار قطبی شدگی یا چگالی های بار مقید می نامند

 

 

از انجایی که با یک جسم دی الکتریک خنثی بار سرو کار داریم پس بار کل جسم پس از قطبی شدگی می بایست 

 :با بکار گیری مجدد قضیه ی دیورژانس داریم. صفر باشد

 

 

 

n
ˆP.a , .P     

S V

1 1
V dS dV

4 R 4 R



  


  

  

V S

total n

S V S V

.Adv A.ds

total

V V

Q dS dV P.a dS .PdV

Q .PdV .PdV 0

 

 

       



      


   

 
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 :چگالی شار الکتریکی و ضریب دی الکتریک

چون دی الکتریک قطبی شده چگالی بار حجمی لیجاد می نماید انتظار داریم میدان الکتریکی در آن تغییر یابد و با 

 .مقدارش در فضای آزاد متفاوت باشد

 

 

 (:D)تعریف جدید عبارت است از چگالی شار الکتریکی یا جابجایی الکتریکی 

استفاده از این کمیت به ما امکان می دهد تا رابطه ای دیورژانسی بین میدان الکتریکی و توزیع بارهای آزاد در هر 

 .و یا چگالی با قطبی شدگی      بنویسیم Pمحیط دی الکتریک بدون لزوم درگیری صریح با بردار قطبی شدگی 

 .که در آن     چگالی حجمی بار های آزاد است:                     با ترکیب دو رابطه ی آخر داریم

 

 

که بیان می دارد که شار کل خروجی جابجایی الکتریکی روی هر سطح . که این رابطه شکل دیگر قانون گوس است

 .بسته برابر کل بار آزاد محصور در سطح است

.P( )
.E (in vaccume) .E (in dielectric) .( E P) 



 

  
         

 

D E P  



.D  

V V S

.Ddv dv D.ds Q (C)      
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 :  تعریفی جدید

که در آن                                  گذردهی نسبی یا . که       کمیتی بدون بعد بنام پذیرندگی الکتریکی است

 .ضریب دی الکتریک محیط است

D E P
2e e r

CP E D (1 )E E E ( )
m

 

             

e
r e1




    


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e r

r

D (1 ) E E E

and P ( 1)E

 



        
 

    
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n
ˆP.a , .P     

(115-3) 

(116-3) 

(117-3) 
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نشان می دهند که بار حجمی قطبی شدگی خالصی در داخل پوسته ی ( 3-117)و ( 3-116)و ( 3-115)معادلات 

اما بار های سطحی قطبی شدگی منفی روی سطح داخلی و بار های سطحی قطبی شدگی . دی الکتریک وجود ندارد

این بارهای سطحی یک شدت میدان الکتریکی بوجود می آورند که بصورت . مثبت روی سطح خارجی موجودند

کاهش  2در مرکز را در ناحیه ی  Q+شعاعی بسمت داخل است و بنابر این میدان الکتریکی ناشی از بار نقطه ای 

 .  می دهد
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 :شرایط مرزی میدان های الکتریکی ساکن

1t 2t
vE E ( )

m


 .مولفه ی مماسی میدان ٍ در سرتاسر فصل مشترک پیوسته است

 .اگر  یکی از محیط ها هادی باشد این معادله برابر صفر است

1t 2t

1 2

D D


 



در سرتاسر فصل  Dمعادله ی                                                  بیان می کند که مولفه ی عمودی میدان 

 .مشترکی که آن بار سطحی وجود دارد ناپیوسته است و مقدار این ناپیوستگی معادل چگالی بار سطحی است

 :پس داریم D2=0هادی باشد،  2اگر محیط 

0 :اگر دو دی الکتریک در حال تماس در فصل مشترک خود بار آزاد نداشته باشند داریم            پس 
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 :الکتریکی پتاسیل انرژی

 داخل در (نهایت بی) پتانسیل مرجع از q بار انتقال برای داشتیم پیوسته یا ای لحظه بار توزیع تعادل در اگر

 حال .q بار جز به بارها مابقی از حاصل پتاسیل با بود برابر کار این مقدار و شود انجام کار بایست می بار توزیع

 ترتیب به زیر شکل در شده مشخص نقاط در را ها بار این بخواهیم و باشیم داشته3q و 1q، 2q بار سه اگر

 است؟ چقدر سیستم در شده ذخیره الکتریکی پتاسیل انرژی که ببینیم خواهیم می ، بیاوریم

 .شود می ذخیره سیستم در پتاسیل انرژی صورت به کار این مقدار و شود انجام کار بایست می بارها انتقال برای

 :مکانشان به ها  qبار انتقال حال

 

1

1
2 2 t 1 2

12

3 1 3 2 1 2

3 3 3 1 3 2
13 23 21

3 1 3

3

2
3

13 23

W 0

4

4 4 4

4 4

   

    
 

 
     


  






ext

ext

ext ext ext

q V

q
W q V W W W W

πεr
q q q q q q

WW q V q V q V
πεr πεr πεr

q q q q
W

πεr π r

= +

ε

+
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 :داریم نماییم، منتقل مکانها آن به را بار n بخواهیم و باشیم داشته نقطه n اگر حال

 کنند می حاصل  Wدر  q1q2جمله دو i=2، j=1 نیز و  i=1، j=2  حالت دو در چون دارد اشکال نوشتار این

 .است ضروری تصحیح به نیاز پس

1 1 4 

 
n m

i j

t

i j ij

q q
W

πεr

ext

ext

1 1 1 1 1

V for

ext ex
2

V S V

t

1 1 1

2 2 2

1 1

V and
4 4

1
dv ds E dvV

2 2 2
V

   







   

  



 


  

  




  





 

i

n m n m n
i j j

t t i t i

i j i j iij ij

q

t t t

q q q

;

W W q W q
πεr πεr

W W ; W

 :میدان کمیات حسب بر ساکن الکتریسیته انرژی

 بدست الکتریکی پتانسیل تابع و بار چگالی حسب بر بار توزیع یک برای ساکن الکتریسیته انرژی بالا ی معادله در

 .شود بیان D یا و E مانند میدان کمیات حسب بر انرژی است مناسب گاهی .آمد
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 :نویسیم می حال

ext
e

V

V S
ext

1
d

2 .(VD) V .D D. V

e

V

ext ext

e

V V

.Adv A.ds
ext

e

V
ex

E

V

t

.D

V

s

1
d

2

1 1
.(V D)d D. V d

2 2

1 1
ˆV D.n ds D.E

( .

d
2 2

D)V
 

  
    

 

 

 
 


  

     

 



 

 

  



 

 

W

W

W

W

 با .نمود انتخاب R شعاع با بزرگ بسیار ای کره آنرا توان می باشد، بارها ی کلیه شامل حجم هر تواند می ’V چون

 و (R/1) سرعت با حداقل بترتیب (D) الکتریکی جابجایی و (V) الکتریکی پتانسیل بینهایت، بسمت R دادن میل

(1/R2) مرزی سطح مساحت .کنند می میل صفر بسمت S’ با R2 نمودن میل با رو این از .یابد می افزایش R 

 پس .نمود خواهد میل صفر بسمت و یافته کاهش R/1 سرعت با حداقل معادله در سطحی انتگرال بینهایت، بسمت

 .ماند می باقی زیر ی جمله تنها معادله در
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 .کره در شده ذخیره الکتریکی پتانسیل انرژی ی محاسبه حال

 

  

R 2 2
ext 2 2 2

r 0 0 0

R R 22
2 2 4

r 0 r 0 0 0

R R2 2 5
2 3 5

0

V

0

1
V 3

2

3
12

1 1 4
3 r r 2 2

12 3 5

1
dv

1

2

5

 

  

 

    

 


  

    
       

      

     
         

    

 



  

 

 

 

tW W R r r dr sinθ dθ d
6ε

W R r dr r dr sinθ dθ d
ε

π R
W R W

ε ε

 .است موجود 161 ی صفحه در و کتاب در کره الکتریکی پتانسیل و بار حسب بر دوم حل راه

 .است شده دار بار  حجمی چگالی با که توپر ی کره در شده ذخیره الکتریکی پتانسیل انرژی ی محاسبه مطلوبست :مثال

 :از عبارتست کره خارج و داخل در کره این پتانسیل که است شده محاسبه قبلاً

 
r ; r R

2 2(3R r ) ; r

3R

3 .

6 .
R

x


 



 








V
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R 2

2

r 0 0 0

2

3

2

2

2

V

2
3

2

2

r R 0 0

R2
4

r 0

2

0

R
; r R

3 .E(r) r
r

;
3 .

r R 1 r
E dv

2 3 .

R

3 .

1

2

1

2

18

r

 

  

  






 





  

















  

    
 

 
 

  

 

   
     

   

 

   

  

 

t t

t

W W r dr sinθ dθ d

r dr sinθ dθ d

ε
W r dr sinθ dθ d

ε

2

0

22

r

6

2 2

6
5

2 2

R 0 0

2 2

2 5

18

4

R

41 1

18

1

r

R
R

5 18 R

4

15





  



   

 

 



 
 

  

    
     

      

    
      

   


 



  

t

t

ε
dr sinθ dθ d

ε

ε ε
W

ε ε

π R
W

ε

 :سوم حل راه

123 
 شهروز نصیریان



 :خازن ها

را در آن قرار دهیم بارها در سطح هادی قرار می گیرد و در سطح  qچنانچه یک هادی داشته باشیم و بار : گفته شد

هادی دو نقطۀ مجزا دارای اختلاف پتانسیل نمی باشند چرا که اگر آن دو نقطه اختلاف پتانسل داشته باشند، آن 

به تجربه و با استفاده از قوانین میدان . موجب جابجایی بارها می شود و این برخلاف شروط الکتروستاتیک می باشد

های کولن ثابت شده است که خارج قسمت بار روی سطح یک هادی بر اختلاف پتانسیل یک نقطه روی سطح هادی 

 .به مقدار بار بستگی ندارد و تنها وابسته به شکل هادی است که به آن ظرفیت هادی منفرد گویند

 :ظرفیت هادی منفرد

 

 

Q

2
2

Q

1 1
1

,2 2
2

1 1Δ 1 1 1

2 2 2 2 2






    

    
      
 






 

 

W ρV x dv' = V ρdv'
W QV Q CV

Q Q
c

v v Q
W V x dv' = V dv' w QV CV

C

C
Δ


Q

v
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 : Qیکاهای کروی با بار  Wمطلوب است محاسبۀ ظرفیت و : مثال 

C
on surface Δ

0 0

2
2 2 2 2

2

0

0 0 0 0 0

1 1
V V C 4 R

4 4

1 1 1 1 1 1 1 1
4 , ,

2 2 4 8 2 2 4 2 2 4 8



      

   
           

   

Q

v
Q Q

πε r πε R

Q Q Q Q Q Q
W CV πε R W W QV Q

πε R πε R C πε R πε R πε R

 اختلاف و گذاریم می دیگری روی را Q– بار یکی، روی را Q بار محاسبۀ برای :باردار منفرد هادی دو ظرفیت

 C مقدار Q=CV رابطۀ با سپس کنیم، می محاسبه ها هادی بین ای نقطه در را هادی دو سطوح بین پتانسیل

 .شود می محاسبه

 

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

1 1

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

2 2

  

   





   

if : Q = Q = Q W QV Q V

if : Q = -Q = Q W QV Q V QV (-Q)V

w Q V V Q V
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 : d فاصلۀ با مسطح هادی دو در W و C محاسبۀ است مطلوب : مثال

2 1

0

2 2 2

,

d

1 1 1
W

2 2 2

 

  



  





 





      

  
    


       

 

  

 

 
d

E V V V E.dL E.dL
ε

V . dL dL
ε ε ε

dL Q Q A A
V c C ε

d dε v d

ε ε

Q Q Q d

AC ε A
ε

d  .  داریم Lو طول  bو شعاع داخلی استوانه ای خارجی  aخازنی استوانه ای با شعاع خارجی استوانه ای : مثال 

 .خازن فوق Wمطلوب است محاسبۀ ظرفیت و 

 

Lateral surface

2
2

  

 

    

     

 
Q Q Q

E.ds E . ds E ds
ε ε ε

Q Q
E πrL E ;a r b

ε πε πL
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bb

Q C V

2 1

a a

2 2 2

b
ln L ln

2 2 2 a

2 L 1 1 1 b
C ; W ln

b 2 L2 2 2 2 L a
ln

ba
ln

a

 

 

   



 

 
          

 

   

  
Q Q Q

V V V E.dL E.dL dL
πε πL πε π πε L

πε Q Q Q

πεC πε

 .خازن فوق Wمطلوب است محاسبۀ ظرفیت و . داریم aو شعاع داخلی  bخازنی کروی با شعاع خارجی : مثال 

 2

2
4

4   

         
Q Q Q Q

E.ds E ds E πr E ;a r b
ε ε ε πε r

bb

2 1 2

a a

Q C V

2 2 2

1
( )

4 4 r

1 1 b a
( ) ( )

4 a b 4 ab

4 ab 1 1 1 b a)
C

(
; W

4 abb a 2 2 2 4 ab

b a

 

  

 

 



 

 
         

 


    


   





  
Q Q

V V V E.dL E.dL dr
πε r πε

Q Q
V

πε πε

πε Q Q Q

πεC πε
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 :می توان نوشت. رابطه ای خطی است( V)و پتانسیل ( Q)دیدیم رابطه ی بین بار 

 

 

 .ها ضرایب پتانسیل می گویند Pijکه به 

 :و یا می توان نوشت

 

 

 .ها ضرایب ظرفیت می گویند Cijکه به 

n m m n
Q CV

i ij j i ij j

j 1 i 1 i 1 j 1

V P Q V V P Q

   

      

n m m n
Q CV

i ij j i ij j

j 1 i 1 i 1 j 1

Q C V Q Q C V

   

      
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 :بهم بستن خازن ها 
 :خازن های سری ( الف

1 2

1 2
1 2

1 2 1 2

1 1 1
   


         

 

t

t t

Q Q
Q QQ

V V V
C C C C C C

Q CV

 :خازن های موازی ( ب

1 2

1 2 1 1 2 2 1 2

   


         
 

t t t

V V

Q Q Q C V cV c V C C C

Q CV

 مطلوبست محاسبه ی ظرفیت معادل،: مثال
 .در شکل بار و ولتاژ هر خازن 
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1

24 2 4 234

234 3 24

1234 1 234 1 234

1

1 1

t t t t

1 1 234

1

234 t Q

t

234 234

1 1 1 1 1
20 40 60 20

30 60

10 20 30 240

30 240 7200

10
2400

240

Q 7200 24

C

00 4800

          

       

     


     



     

T

C C C μF ; c μF
C C

C C C μF ; V V V

Q C V Q Q μc

C μF
Q C V Q μc ; Q Q Q

V

Q Q μc ; Q

24 2 4

3 24

3

3
3 3 3 24 234 3

3

3

2 2 2 2

4 4 4 4 4

4800

4800

30 160 240 160 80

?

20 80 1600

40 80 3200

 

  




         
 

     

      

V V V

Q Q μc

Q μc
Q

C μF V V V ; V V V
C

V

Q C V Q μc

Q C V Q Q μc
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 از پس .کنیم می وصل ˳V خارجی پتانسیل به را K ثابت با عایقی با (aa)   مربع های جوشن با خازنی : مثال

 مطلوب .کشیم می بیرون است (L>a ) که L ی اندازه به سو یک از را عایق حال .نماییم می قطع را ˳V کامل شارژ

 .عایق خروج از بعد و قبل خازن W و C ی محاسبه است

 
 

   

2 2

2

2

1 2

2

2

Q QA A a a 1 1
C K K and W

ad d d 2 C 2
K

d

a L a QL a 1
C C C K and W

a L ad d 2 L a
K

d d

Q1 Ka Ka
W W W

a2 Ka L(1 K Ka L(1 K
K

d


       




      


  

 
     

        
           

  
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 حل مسائل الکتریسیته ساکن: فصل چهارم

 مساله حل و گردد می بررسی سکون درحال بارهای تاثیرات آنها در که هستند مسائلی ساکن الکتریسیته مسائل

 .است الکتریکی بار توزیع یا و الکتریکی پتانسیل الکتریکی، میدان تعیین مستلزم

 نقطه هر در الکتریکی پتانسیل و الکتریکی میدان قبل فصل های فرمول با باشد، شده داده بار توزیع که صورتی در

 .ندارند کاربرد فرمولها این و نیست مشخص بار دقیق توزیع مسائل برخی در اما .گردد می محاسبه فضا از

 های بار توزیع یافتن باشد، شده داده هادی اجسام از برخی پتانسیل و فضا در معینی های بار توزیع اگر مثال بطور

 .است مشکل نسبتاً فضا در الکتریکی میدان شدت یا/و هادی اجسام روی سطحی

 شدت و الکتریکی پتانسیل بخواهیم و باشد معلوم هادی اجسام تمام الکتریکی پتانسیل اگر دیگر ای نمونه در یا و

 قبل فصل روش با نماییم پیدا ها هادی مرز روی را سطحی بارهای توزیع نیز و آنها پیرامون فضای در را میدان

   .کرد کار توان نمی

 حل شده داده مرزی شرایط با را مناسبی دیفرانسیلی معادلات و گرفت بکار را جدید روشهایی بایست می پس

   .نمود
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 :لاپلاس و پواسون معادلات
 (1-4)              :داشتیم

                      (4-2) 

 (3-4)          :نوشت توان می E چرخشی غیر طبیعت بدلیل و

          :داریم یکسان همسو و خطی محیط یک در

     (4-4)              :شود می نوشته (1-4) ی معادله پس

  (5-4)              :داریم (4-4) در (3-4) جایگذاری با

 :نوشت توان می همگن و ساده محیط در .است مکان از تابعی      آن در که

                    (4-6)  

 یک و .است همگن محیط یک در پتانسیل گرادیان-دیورژانس همان که گوییم می لاپلاسین را       رابطه این در که

   .باشد موجود دوم ی مرتبه مشتقات که فضا از نقاطی در است دوم مرتبه ای پاره دیفرانسیل معادله

 .است معروف پواسون ی معادله به (6-4) ی معادله

 
 
 

 

.D  

E 0 

E V 

D E 

. E   

.( V)   



2. V V


     
 2
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 بشکل پواسون ی معادله ،( است صفر بار چگالی یعنی) ندارد وجود آزادی بار که ساده محیط یک از نقاطی در

 (10-4)       :گویند می لاپلاس ی معادله آن به که گردد می ساده زیر

 
 
 

 

2 V 0 
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 ی بوسیله کلی جواب کردن پیدا روش (2) و تصاویر روش (1) :دارد وجود لاپلاس ی معادله حل برای روش دو

 .نماید می ایجاب را آن مساله در موجود تقارن که مختصاتی دستگاه در معادله خصوصی جوابهای

 .پردازیم می لاپلاس ی معادله جوابهای در مهم ی قضیه دو به روشها، این به پرداختن از قبل

 ها C آن در که زیر بشکل V آنگاه باشند لاپلاس ی معادله جوابهای همگی Vn و ... ،V1، V2 اگر :اول ی قضیه

 .باشد می معادله این جواب نیز هستند اختیاری و ثابت مقادیر

 :اثبات

 

 شرایط از ای مجموعه در جواب که بنحوی کرد ترکیب هم با را لاپلاس ی معادله از جواب چند یا دو توان می پس

 .نماید صدق مرزی

 هم با یا نمایند صدق یکسانی مرزی شرایط در که لاپلاس ی معادله جواب دو (یکتایی ی قضیه) :دوم ی قضیه

 .است ثابت عددی اختلافشان یا و برابرند

 

 
 
 

 

1 1 2 2 n nV C V C V ... C V   

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n nV C V C V ... C V V C V C V ... C V 0               
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 :تصاویر روش

 هر به بتوانیم اگر که بطوری است، یکتا لاپلاس ی معادله جواب مفروض، مرزی شرایط از ای مجموعه که گفتیم

 کامل جواب آنگاه کند، صدق مرزی شرایط تمامی در جواب این و کنیم پیدا V برای جوابی ممکن طریق

 برای راهی نماید حل را دیفرانسیلی ای معادله انکه بی تصاویر روش .است آمده بدست لاپلاس ی معادله

  .نیست استفاده قابل الکترواستاتیک مسائل تمامی در روش این .دهد می جواب این آوردن بدست

 :کنید فرض مثال بطور
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 ی صفحه سطح روی منفی بار القای موجب y=d در Q بار حضور که کنیم استدلال توانیم می دیگر دیدگاه از

 رابطه از بایست می هادی بالای نقاط برای پتانسیل پس .دهد می نتیجه را    سطحی بار چگالی شودو می هادی

 :گردد محاسبه زیر ی

 

 

    ابتدا که اینجاست مشکل .است هادی ی صفحه کل سطح S و نظر مورد ی نقطه از dS ی فاصله R1 آن در که

 .است مشکل که کرد محاسبه V (x, 0, z) = 0 مرزی شرط از را      بایست می
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   لاپلاس ی معادله در فوق ی معادله که شود می اثبات بسادگی (37-4) ی معادله در ها R مقادی جایگذاری با

 پس .سازد می براورده نیز را مساله شرط 4 هر و کند می صدق (                                                         )

 .باشد می مساله جواب تنها یکتایی ی قضیه بر بنا و است مساله جواب یک (37-4) ی معادله

 نیروی .دارد قرار شده زمین هم بر عمود هادی ی صفحه نیم دو از d2 و d1 فواصل در Q ای نقطه بار یک :مثال

 .نمایید تعییم صفحات روی القایی بارهای ی نتیجه در را Q بر وارد
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 بجهت و دارند قرار شکل مطابق Q– تصویری بارهای میکنیم فرض

 صفحات روی در پتانسیل بودن صفر مرزی شرط و مساله تقارن

   :داریم حال .گرفت نظر در سوم ربع در را Q بار بایست می
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 .مدور ی استوانه و خطی بار : مثال

 a مقطع سطح شعاع به آن با موازی هادی مدور ی استوانه یک محور از d ی فاصله در        خطی ی دانسیته با خطی بار

  ی نقطه در حل برای .است استوانه خارج در E محاسبه هدف .است بینهایت استوانه و خطی بار طول .کیریم می نظر در

Pi ی فاصله در الکتریکی پتانسیل  .گیریم می نظر در را                  چگالی با استوانه محور با موازی خطی بار r بار از 

 :آید می بدست                                   معادله در E الکتریکی میدان شدت از گیری انتگرال با      چگالی با خطی

 

 

ro در حال .سازد می بینهایت را پتانسیل چون بگیریم، بینهایت در توانیم نمی صفر پتانسیل مرجع بعنوان را M داریم: 



i  


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 پتانسیل هم سطح باشد قرار اگر .شوند می مشخص                                  بصورت پتانسیل هم سطوح بنابراین

 ی زاویه مثلث دو این .باشند متشابه OPM و OMPi های مثلث بایست می باشد داشته قرار استوانه سطح بر

 :داریم پس دارند MOPi مشترک

  مکان تغییر با .سازد می پتانسیل هم را چین خط ی استوانه سطح         همراه به             تصویری و خطی بار پس

M دایره روی r و ri یک استوانه، بجای توان می مساله در پس .است ثابت همواره نسبتشان اما یابند می تغییر 

 میدان شدت مقدار بار خط دو از استفاده با سطح خارج نقاط تمام در و داد قرار را         چگالی با بار خط

   .نمود محاسبه را پتانسیل و الکتریکی




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 .نماییم محاسبه را موازی هادی دو شامل باز سیم با انتقال خط یک ظرفیت تا سازد می قادر را ما شده انجام عملیات

 .کنید تعیین طول واحد در را a شعاع به طویل موازی مدور هادی سیم دو بین ظرفیت ی محاسبه مطلوبست : (4-4) مثال

 .دارند قرار یکدیگر از D ی فاصله در ها سیم محور

   پتانسیل هم سطوح که کرد تصور توان می

   خطی بار جفت یک توسط سیم دو

 

   ی فاصله در که

 .باشد شده تولید ، دارند قرار

 (41-4) و (40-4) معادلات از .است ها سیم روی نقطه دو هر بین پتانسیل اختلاف با برابر سیم دو بین پتانسیل اختلاف

 :داریم

 

   .باشند می منفی V2 و مثبت V1 ، است a < d چون

 :شود می طول واحد در ظرفیت حال
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 :ها متغییر جداسازی و مختصات دستگاههای در مرزی مقدار مسائل

 مرزهای نزدیکی در آزاد بار شامل که ساکن الکتریسیته مسائل از معینی انواع حل برای تصاویر روش که دیدیم

 پتانسیل در که ها هادی از ای دسته شامل مساله اگر اما .است مفید بسیار هستند ساده هندسی شکل با هادی

 بایست می و ندارد کاربرد تصاویر روش باشد، نداشته وجود نیز مجزا آزاد بار و اند شده داشته نگه مشخصی

 یا/و پتانسیل مساله مرزهای روی و است مکان از تابعی الکتریکی پتانسیل چون .گردد حل لاپلاس ی معادله

   .نماییم می استفاده ها متغییر سازی جدا بنام روشی از هستند، مشخص آنها عمودی مشتقات

 .نامند می مرزی مقدار مسائل را نمایند می تبعیت مشخص مرزی شرایط با ای پاره دیفرانسیل معادلات از که مسائلی

 :شوند می تقسیم دسته سه به پتانسیل توابع در مرزی مقدار مسائل

 .است مشخص مرزها تمام در پتانسیل مقدار آنها در :دیریکله مسائل (1)

 .است مشخص مرزها نقاط تمام در پتانسیل عمودی مشتق آنها در :نویمن مسائل (2)

 نقاط ی بقیه در پتانسیل عمودی مشتق و مرزی نقاط برخی در پتانسیل آنها در :ترکیبی مرزی مقدار مسائل (3)

 .است مشخص

 شرط سه هر در ها متغییر جداسازی حل روش اما متفاوتند پتانسیل توابع جواب مختلف، مرزی شرایط به بسته

 .است مشابه بالا مرزی
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 :کارتزین مختصات در لاپلاس معادلات حل

 

 شهروز نصیریان :نویسیم می پس است خودش مختصات از تابعی جمله هر بالا ی رابطه در
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1 2

ikx

ikx ikx

1 2ikx

F(x) : sin (kx)
F(x) A sin (kx) A cos (kx)

F(x) : cos (kx)

F(x) : e
F(x) A e A e

F(x) : e






  




  



:اگر معادله ای به شکل زیر داشته باشیم   
 

2

2

2

d F x
k F x 0

dx
 

:جواب های عمومی آن یکی از فرم های زیر است  

1 2

kx

kx kx

1 2kx

F(x) : sinh (kx)
F(x) A sinh (kx) A cosh (kx)

F(x) : cosh (kx)

F(x) : e
F(x) A e A e

F(x) : e






  




  



:و یا اگر معادله ای به شکل زیر داشته باشیم   
 

2

2

2

d F x
k F x 0

dx
  :جواب های عمومی آن یکی از فرم های زیر است  

   .آیند بدست مساله مرزی شرایط به توجه با (88 الی 86-4) معادلات چنانچه حال

   .گردد می مشخص محیط در V یعنی لاپلاس ی معادله جواب مقدار
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 مرتیه دیفرانسیل معادله دیگری روش هر یا و ها متغییر جداسازی روش از استفاده با نمایید فرض :تعامد شرط

 :آوردیم بدست زیر بصورت دومی

 شرایط و فوق ی معادله در که است موجود uλ(r) مانند تابعی ،(باشد k2 تواند می که) λ برای معلوم مقداری بازای

 .نامند می عملگر را             و تابع ویژه را uλ(r)  ، مقدار ویژه را λ صورت این در .نماید صدق شده وضع مرزی

 زیر ی رابطه در آنها و باشیم داشته un(r) ، um(r) بشکل توابعی  ویژه L عملگر بازای مساله یک در چنانچه حال

 .(است تابع مختلط همیوغ ی دهنده نشان * آن در) :گویند می هرمیتی L عملگر به نمایند صدق

 

 : که شود می ثابت

 .اند حقیقی هرمیتی عملگر هر مقدارهای ویژه(1)

 متعامدند هرمیتی عملگر هر تابعهای ویژه (2)

 .دهند می تشکیل کامل مجموعه یک هرمیتی عملگر هر های تابع ویژه (3)

2

2

d
u(r) u(r) 0 ;(r : x , y or z)

dr
  

2

2

d
L

dr


b b

* *

n m n m

a a

u (x)Lu (x)dx u (x)Lu (x) dx 
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   :باشد زیر بصورت un(x) تابع روی تعامد شرط چنانچه

 :نوشت و داد بسط اش کامل متعامد توابع حسب بر توان می را  f(x) دلخواه تابع هر آنگاه

 

un در را طرفین an ی محاسبه برای
 :داریم و گیریم می انتگرال و ضرب *

 

 

 

 .نمود محاسبه را آنها ضرایب توان می تعامد شرط از استفاده با باشند موجود هرمیتی عملگر توابع ویژه چنانچه حال

 .باشند می کسینوس و سینوس متعامد مشهور توابع از یکی

 

b

n m mn

a

u (x) u (x)dx  

n n

n 1

f (x) a u (x)




 

* * *

b b

n n n n

n 1 n 1a a

b

a

n

*

n

n

n

n

*n n
1

u (x) u (x) u (xf (x) a u (x) f (x) dx a u (x)dx

a f (x) u (x)dx

)
 

 

  

 
  



 

 


  


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 سومی الکترود .داریم دارند، قرار صفر پتانسیل در که b ی فاصله با بینهایت نیمه موازی ای صفحه الکترود دو :مثال

 در پتانسیل توزیع ی محاسبه مطلوبست .است شده داشته نگه  Vo ثابت پتانسیل در شده مجزا و آنها بر عمود

 .الکترودها توسط شده محصور ی ناحیه
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 
 

 
 

2 2
2 2 2

x
x y

2 2
V(x,y) X(x)Y(y)2

2 2

2 2

2 2

2 2
X(x)Y(y)

2 2

k k k k k

V(x, y) V(x, y)
V(x, y) 0 0

x y

X x Y y
Y y X x 0

x y

1 d X 1 d Y
0

X dx Y dy





    

 
     

 

 
  

 

   

   

2 2
2 2

kx kx2 2
1 2

2 2
2 2 1 2

2 2

kx kx

1 2 1 2

1 d X d X
k k X 0

X(x) D e D eX dx dx

1 d Y d Y Y(y) A sin (ky) A cos (ky)
k k Y 0

Y dy dy

V(x, y) X(x)Y(y) D e D e A sin (ky) A cos (ky)





 
         

    
     

  

    
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 :نوشت توان می حال

V( ,y) 0kx kx kx

1 2 2

V(x,0) 0

1 2 1

X(x) D e D e X(x) D e (4 93)

Y(y) A sin (ky) A cos(ky) Y(y) A sin (ky) (4 94)

  



    

    
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  :نوشت توان می (82-4) در (94-4) و (93-4) ،(91-4) دادن قرار با
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  : یا و

 

 :داریم (98-4) ی رابطه در (90b-4) شرط دادن قرار با

 

 

 :بریم می بکار را تعامد شرط حال

 

 
n x

b
n n

n 1

n
V x, y C e sin y ; (4 98)

b

 



 
  

 


b b

n

n 10 0

(1) (2)

m n m
V sin y dy C sin y sin y dy (4 100)

b b b







       
      

     
 

bb

00

2bV
m :oddbVm m y

(1) : V sin y dy cos m
b m b

0 m :even







     

      
    





b b

n
n

0 0

b n

n

0

Cn m (n m) (n m)
(2) : C sin y sin y dy cos y cos y dy

b b 2 b b

C
b m nn m

C sin y sin y dy 2
b b

0 m n

          
      

     


     

     
     

 


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   

   

2
mn

0

2
mn

0

n 0
sin m x sin n x dx

0 n 0

n 0
cos m x sin n x dx

2 n 0





 
 



 
 

 




 :داریم (100-4) در معادله دو جوابهای دادن قرار با حال

 n

n

n 1

2bV 4VC
m :odd n :oddb m n

Cm n2

0 m n0 m :even 0 n :even

 



 
  

     
   



 :شود می (98-4)ی معادله در نظر مورد پتانسیل توزیع نتیجه در
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 .است صفر z=c از غیر سطوح تمام پتانسیل .داریم c و a، b ابعاد به شکل مستطیل مکعب ی جعبه یک :مثال

 .آوریم بدست جعبه داخل در را پتانسیل خواهیم می

   لاپلاس ی معادله آن برای پس نداریم بار که جعبه داخل در

 لاپلاس ی معادله جواب کنیم می فرض و .است صادق

   :شده کارتزین مختصات در

 

 

 
2V 0

V(x, y, z) X(x) Y(y) Z(z) (*)

  


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 
 

 
 

   
 

2 2
2

2 2 2
V(x,y) X(x)Y(y)Z(z)2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2
X(x)Y(y)Z(z)

2 2 2

V(x, y, z) V(x, y, z) V(x, y, z)
V(x, y, z) 0 0

x y z

X x Y y Z z
Y y Z(z) X x Z(z) X x Y y 0

x y z

1 d X 1 d Y 1 d Z
0

X dx Y dy Z dz





 

  
      

  

  
   

  

    

2 2
2 2

2 2

1 12 2
2 2

2 22 2

3 32 2
2 2

2 2

1 d X d X
X 0

X dx dx
X(x) A sin ( x) B cos ( x)

1 d Y d Y
Y 0 Y(y) A sin ( y) B cos ( y)

Y dy dy
Z(z) A sinh ( z) B cosh ( z)

1 d Z 1 d Z
Z 0

Z dz Z dz

 
     

     
  

            
       

     
 


1 1

x a
X(x) A sin x B cos x 1 V 0

1
1

1 n

X(x) A sin xx 0

nV 0 B 0
X(x) A sin x (1)

an
A sin a 0 a n ; n 0,1,2,...

a


    

   
   

         
   

          
 

  :داریم جلو و پشت وجه مورد در حال



165 

 :Y(y) جوابهای حال

  :داریم راست و چپ وجه مورد در حال

 

 

 

 :باشیم داشته لاپلاس ی معادله برای بایست می ها متغییر جداسازی با مطابق :Z(z) جوابهای حال

 

 

 :شوند می Z(z) جوابهای فلذا

 

   

 

 

2 2Y(y) A sin y B cos y   


2 2

y b
Y(y) A sin y B cos y 2 V 0

2
2

2 m

Y(y) A sin yy 0

mV 0 B 0
Y(y) A sin y (2)

bm
A sin y 0 b m ; m 0,1,2,...

b


    

   
   

         
   

          
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 d 1 d 1 d
V(x, y, z) V(x, y, z) V(x, y, z) 0

X(x) dx Y(y) dy Z(z) dz

     

  

2 2 2   

3 3Z(z) A sinh z B cosh z   

3 3Z(z) A sinh z B cosh z 3

3

Z(z) A sinh zz 0

V 0 B 0

      
  

   
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 : به توجه با

 :داریم

 

 :داریم (3) و (2) ،(1) ،)*( به توجه با

 

   

 

 :زیر شرط حال

 

 

 :Anm ی محاسبه برای تعامد شرط از استفاده حال

 .گیریم می انتگرال و کرده ضرب                                              در را طرفین

2 2 2   

2 2 2 2

2 2

n n nm

n m n m
(3)

a b a b

        
                 

       

 

     

nm

1 2 3 nm

n,m 1
A

nm n m nm

n,m 1

n m
V(x, y, z) A A A sin x sin y sinh z

a b

V(x, y, z) A sin x sin y sinh z










    
     

   

   






     

V V(x,y)
z c

nm n m nm

n,m 1

V(x, y) A sin x sin y sinh c
 





    

   n msin x sin y  
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   

         

   

     

   
2

n 0mnsin m x sin n x dx
0 n 0

0
n

a b

n m

0 0

a b

nm n m nm n m

n,m 1 0 0

a b

n m

0 0

nm nm

a

n n

0

a

2

V(x, y)sin x sin y dx dy

A sin x sin y sinh c sin x sin y dx dy

sin x dx V(x, y)sin y dy

A sinh c sin x sin x dx






  



 



 



 





 

  

     

  

  

 

  

 

    

   

     

 
   

2
n 0mnsin m x sin n x dx

0 n 0
0

n mm

n ,m 1

a b

n m nm nm

n,m 10 0

a b

nm n m

nm 0 0

b

m m

0

b

2

ab
sin x dx V(x, y)sin y dy A sinh c

4

4
A sin x dx V(x, y)sin y dy

absinh c

sin y sin y dy






  











 



 



 



   

  


 

 






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 :ای استوانه مختصات در لاپلاس معادلات حل

 .نویسیم می ای استوانه دستگاه در را لاپلاس ی معادله ای استوانه مرزهای با مسائل حل برای

 

 مقایسه در طولی بعد که هایی حالت در .افتد می بتعویق 10 فصل تا است معروف بسل به که معادله این کلی جواب

   :شود می معادله پس .گرفت نظر در مستقل z به مربوط بخش از را حل توان می است بزرگ شعاع با

 

 :دهیم می انجام زیر حاصلضرب گرفتن نظر در با را ها متغییر جداسازی روش

 :داریم                       بر تقسیم و (116-4) در  (117-4) جایگذاری با

2

2 2

12
R(r) ( )

2 2

2

2

1 R(r) ( ) 1 R(r) ( )
r 0

r r r r

( ) R(r) R(r) ( )
r 0

r r r r

r R(r) 1 ( )
r 0

R(r) r r ( )


 

       
   

   

       
   

   

     
  

     
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  :گیریم می حال
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 .نمود نویسی باز زیر بصورت توان می را (120-4) ی معادله

  :داریم باشد، (است صحیح عدد :k) k=n اگر

 .اند ثابت اعداد Bو A که

 :داریم (119-4) در حال

Φ تا صفر تغییرات دامنه  π2 شود می (123-4) جواب .دارد: 

 

 :آید می بدست z از مستقل (116-4) لاپلاس معادله جواب ، (117-4) در (124-4) و (122-4) دادن قرار با

 

 

 .باشند توانند نمی r -n ی جمله پس (r=0) باشد استوانه محور شامل تنها ناحیه اگر

 .نیستند موجود rn جملات است، صفر پتانسیل آنجا در چون باشد بینهایت در ای نقطه شامل ناحیه اگر
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 و Vo پتانسیل در بالایی ی نیمه .است شده تقسیم قسمت دو به a شعاع به طویل بینهایت مدور ی استوانه یک :مثال

 .نمایید تعیین استوانه بیرون و درون در را پتانسیل توزیع .دارند قرار Vo– پتانسیل در پایینی ی نیمه

   پس باشد می z از مستقل پتانسیل ، است طویل بینهایت استوانه طول چون

   :شود می لاپلاس ی معادله

  :از عبارتند مزری شرایط

 

 

 .نداریم r -n ی جمله پس است r=0 ناحیه این در چون  r < b در (الف)

 

 .نماید برآورده را (134-4) مرزی شروط تواند نمی بتنهایی ای جمله چنین

   :گیریم می جواب بعنوان را زیر سری پس
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 .باشند برقرار b در (134-4) شروط بایست می

 :آیند می بدست تعامد شرط با An ضرایب

 

 

n

n

n 1

V 0
A b sin n (4 137)

V 2




 

 
  

   


nn

0n

n 2
n 1 0

n

n

n 1 0

2

n

n nn

n 1

V sin n d 0

A b sin n sin n d

V sin n d 2

2
n : odd

V 0n

0 n : even
A b sin n sin n d

2
n : odd

V 2n

0 n : even

A b
2





















 








   


    

      



 
  

  
    

 
   
  









 

n

n

4V2V
n : oddn : odd

n bA (4 138)n

0 n : even 0 n : even




 
    

  


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   :آید می بدست (136-4) در (138-4) جایگذاری با استوانه درون در پتانسیل توزیع

 

 
 جواب پس نداریم rn جملات گردد، صفر پتانسیل بایست می نماید میل بینهایت بسمت r اگر چون  r > b در (ب)

   :است زیر بصورت
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nn

0n

n 2
n 1 0

n

n

n 1 0

2

n

n nn

n

V sin n d 0

B b sin n sin n d

V sin n d 2

2
n : odd

V 0n

0 n : even
B b sin n sin n d

2
n : odd

V 2n

0 n : even

B b
2























 






   


    

      



 
  

  
    

 
   
  









 

n

n

1

4V b2V
n : oddn : odd

B nn

0 n : even 0 n : even






 

    
  



   :شود می استوانه بیرون در پتانسیل توزیع این بنابر

 

 

 شهروز نصیریان



177 

 :ها گوشه و بعد دو در بار چگالی و میدانها

 نظر در صفحه دو تقاطع بصورت توان می را تقاطع محل نزدیکی در سطح دو مشترک فصل مسائل از بسیاری در

 .بگیرید نظر در را V ثابت پتانسیل و  ی زاویه یک با رسانا ی صفحه دو شکل مطابق .گرفت

 .نماییم محاسبه P در را الکتریکی خواهیمپتانسیل می

 .گردد حل لاپلاس ی معادله بایست می

 

 

 

2V 0 V( , ) R( ) ( ) (*)        

2
2

2 2

1 V 1 V
V( , )

   
      

     

       در ضرب و بالا ی رابطه در )*( دادن قرار با

 :داریم

 

 

 

2

R( ) ( )



  

2

2
2

22
0

2

2

(I)

1 d ( )

( ) dd dR( ) 1 d ( )
0

R( ) d d ( ) d d dR( )

R( ) d d



 



  
 

       
     

                  شهروز نصیریان 
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if 0

from (I)

R( ) a b lnR( ) a b

( ) A B( ) Acos( ) Bsin( )

 
 

 

        
 

          

 یکسان  = 2π و φ = 0 در جواب چون (محور هم ی استوانه دو بین مثلاً)باشد  0   2π مساله یک در اگر

 :پس باشد باید مقدار تک جواب اصطلاحاً است،

 :نوشت توان می پس                                                                       :داریم حال

 

 

 ρ تابع نباید φ = 0 در پتانسیل چون است صفر (2)ی جمله .شده گرفته نظر در مبداء چون است صفر (1) ی جمله

 تک پتانسیل چون است صفر (4) ی جمله .شده گرفته نظر در مبداء چون است صفر  (3) ی جمله .باشد

 :شود می جواب این بنابر .است مقداری

 : پس                      ها z محور روی

 :شود می کلی جواب نتیجه در

 

 

 

 

V( , ) V( , 2 ) B 0       

V( ,0) V and V( , ) V    

(3) (4)(1) (2)

V( , ) a b A cos( ) B sin( ) a b ln A B 

       



     
                  

    
    



1

V( , ) V a sin( )








     

V( , ) V  
m

sin( ) 0 sin( ) sin(m ) ; m 0,1,2,...


         

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m

m

m 1

m
V( , ) V a sin( )







     




 :اگر حال .آورد بدست را am توان نمی نداریم دیگری مرزی شرط چون

 

 

 

 

first  seju ntst

1

1

1

e

1

1

encif : 1 V( , ) V a sin( )

aV
E sin ( )

E V
a1 V

E cos ( )




















        



  
     

  
   

 
           :شود می بار چگالی

 

 

 

 

1 1
1

E ( , ) a
( ) cos ( ) ( )

4 4

 
 

  
  

           
  
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 :کروی مختصات در لاپلاس معادلات حل

 شوند، می پیچیده محاسبات چون .نویسیم می کروی دستگاه در را لاپلاس ی معادله کروی مرزهای با مسائل حل برای

 :فلذا .باشد φ سمتی ی زاویه از مستقل الکتریکی پتانسیل که دهیم می انجام هایی حالت در را خود بحث

 

 :دهیم می انجام زیر حاصلضرب گرفتن نظر در با را ها متغییر جداسازی روش

 :داریم                                    بر تقسیم و (1144-4) در  (145-4) جایگذاری با

2

2 2

1

2 (R) ( )

2 2

2

2 2

2

1 (R) ( ) 1 (R) ( )
R sin 0

R R R R sin

( ) (R) (R) ( )
R sin 0

R R R R sin

1 d d (R) 1 d d ( )
R sin 0

R (R) dR dR R ( )sin d d

1 1

R (R)


  

            
      

       

            
      

       

     
      

        


2 2

2

2

k k

d d (R) 1 1 d d ( )
R sin 0

dR dR R ( )sin d d

 

     
     

       

2

2 2

1 V 1 V
R sin 0 (4 144)

R R R R sin

      
       

       

V(R, ) (R) ( ) ; (4 145)     

V(R, ) (R) ( )    
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2 2

2

1 d d (R)
R k (4 147)

(R) dR dR

1 d d ( )
sin k (4 148)

( )sin d d

  
  

  


            

 :نویسیم می زیر بصورت را (147-4) ی معادله .گردند حل دیفرانسیل معادله دو این بایست می

 

 :است زیر بصورت جوابی دارای معادله این

   n(n+1)=k2        (4-151)      :نیز و ثابتند اعدادی Bn و An رابطه این در که

 :داریم (148-4) ی معادله از ، است شده داده (151-4) ی رابطه از k که حالی در

 

 چند آنها به که دهند می نمایش Pn(cos ) با را لژاندر ی معادله جوابهای .است لژاندر ی معادله از شکلی که

 .گویند می نیز لژاندر های ای جمله

 

 

 :گویند می لژاندر معادلات را زیر بشکل دیفرانسیلی معادلات

 :باشد می زیر بصورت آن جوابهای که

   :شوند می بیان رودریگز فرمول توسط لژاندر های ای جمله چند

 

 

 21 x y 2xy n(n 1)y 0     

n ny C P (x) ; x cos  
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 

n
x cos2 n

n n n

n
2 n

n nn

1 d
P (x) (x 1)

2 n! dx

1 d
P (cos ) (cos 1)

2 n! d cos

   

   


   :شود می (152-4) ی معادله جواب این بنابر

 خواهیم سمتی ی زاویه تغییرات بدون مرزی مقدار مسائل مورد در (145-4) در (150-4) و (153-4) دادن قرار با

 (                                                  )  :داشت

 

 

n n n( ) C P (cos ) ; (4 153)    

V(R, ) (R) ( ) ; (4 145)     

n (n 1)

n n n nV (R, ) A R B R P (cos ) ; (4 154)       
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2
2 2

2 2 2 2

1 V 1 V 1 V
V(R, , ) 0 R sin 0

R R R R sin R sin

       
           

         

 :شود می زیر بصورت ها متغییر جداسازی روش با و کروی مختصات در کلی لاپلاس ی معادله جواب :اضافی توضیح

 

 

 :شود می لاپلاس ی معادله جواب ،                                          اخذ با ها متغییر جداسازی روش با

 

 :داریم کلی جواب برای حال و .گوییم می کروی های هارمونیک Ynm(,φ) به که

 

 

 

V(R, ) (R) ( ) ( )      

 
n

n (n 1)

nm nm nm

n 1 m n

V(R, , ) A R B R Y ( , )


 

 

      

 

 

 
 

 

m im

nm n

m m
m 2 2
n nm

n
2 n

n n n

n
n (n 1) m im

nm nm n

n 1 m n

n m !2n 1
Y ( , ) P (cos )e

4 n m !

d
P (cos ) (1 cos ) P (cos )

d(cos )

1 d
P (cos ) (cos 1)

2 n! d(cos )

n m !2n 1
V(R, , ) A R B R P (cos ) e

4 n m !




  

 

 
    

 



     



   





    

 
 
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  ی محاسبه مطلوبست .دارد قرار Eo=azEo یکنواخت الکتریکی میدان در b شعاع به بار بدون هادی ی کره یک :مثال

 .میدان در کره دادن قرار از پس راE(R, ) الکتریکی میدان شدت (ب) و V(R, ) پتانسیل توزیع (الف)

 .بماند پتانسیل هم کره سطح که پذیرد می صورت ای بگونه ها بار توزیع خارجی میدان در کره گیری قرار از پس

 می قطع را سطح عمود بصورت میدان خطوط کره بیرون در .است صفر کره داخل در الکتریکی میدان شدت

 .پذیرفت نخواهد چندانی تاثیر میدان کره از دور نقاط در و نمایند
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 :داریم را زیر مرزی شرایط R  b ی ناحیه در  V(R, ) پتانسیل توزیع تعیین برای (الف)

 

 

 معادله کلی جواب.گیرد نمی قرار تاثیر تحت کره از دور نقاط در اولیه Eo که است مفهوم بدین (155b-4) ی معادله

 :از است عبارت سمتی ی زاویه به وابستگی عدم گرفتن نظر در با لاپلاس ی

 

 .است A1=Eo و باشند صفر A1 بجز ها An تمام بایست می (155b-4) شرط به توجه با

 

 

 

 :شود می معادله و است Bo=0 پس است بار بدون کره چون و است مربوط دار بار ی کره یک به اول ی جمله

 

 

n (n 1)

n n n

n 0

V(R, ) A R B R P (cos ) ; R b (4 156)


 



       
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   :کنیم می اعمال R=b در را (155a-4) مرزی شرط اکنون
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 .کره داخل پتانسیل ی محاسبه مطلوبست .باشد a ، V() شعاع به ای کره سطح روی پتانسیل کنید فرض :مثال

 زیر لاپلاس معادله بایست می یعنی .نداریم لاپلاس ی معادله جوابهای در  به وابسته ی جمله سمتی تقارن بخاطر

 :شود حل

 

 :است زیر بصورت جواب ها، متغییر جداسازی از استفاده و                                          گرفتن نظر در با

 

 :است زیر بصورت جواب لذا .صفرند ها Bn پس است محدود پتانسیل بنابراین نداریم بار کره مرکز در چون

 

  :داریم R=a در

 

  :داریم تعامد شرط بردن بکار با حال

2 2

2 2

1 V 1 V
V(R, ) 0 R sin 0

R R R R sin

      
         

       

V(R, ) (R) ( )    

 n (n 1)

n n n

n 0

V(R, ) A R B R P (cos )


 



   

n

n n

n 0

V(R, ) A R P (cos )




  

n

n n

n 0

V( ) A a P (cos )




  
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n n

0

n

n n

n 0

n

n n n n

0 0

n

n n n n

0 0

2
P (cos )P (cos ) d(cos

n

2

n

)
n 1

V( ) A a P (cos )

V( )sin P (cos )d A a P (cos )sin P (cos )d

V

sin P (cos ) sin P (cos

( )sin P (cos )d A a P (cos )P (cos

)

)d(cos )

V( )s







 

 

   


   

        

       




   











 

 

n

n n

0

n nn

0

2
in P (cos )d A a

2n 1

2n 1
A V( )sin P (cos )d

2a





 
     

 


    




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 ی محاسبه مطلوبست .باشد شده تقسیم زیر بخش دو به ، a شعاع به ای کره سطح روی پتانسیل کنید فرض :مثال

 .کره داخل پتانسیل

 

 زیر لاپلاس معادله بایست می یعنی .نداریم لاپلاس ی معادله جوابهای در  به وابسته ی جمله سمتی تقارن بخاطر

 :شود حل

 

 :است زیر بصورت جواب ها، متغییر جداسازی از استفاده و                                          گرفتن نظر در با

 

 :است زیر بصورت جواب لذا .صفرند ها Bn پس است محدود پتانسیل بنابراین نداریم بار کره مرکز در چون

 

  :داریم R=a در

  :داریم تعامد شرط بردن بکار برای پتانسیل دو وجود بدلیل حال

2 2

2 2

1 V 1 V
V(R, ) 0 R sin 0

R R R R sin

      
         

       

V(R, ) (R) ( )    

 n (n 1)

n n n

n 0

V(R, ) A R B R P (cos )


 



   

n

n n

n 0

V(R, ) A R P (cos )




  
n

n n

n 0

V( ) A a P (cos )




  

V 0
2

V( )

V
2


  

  
    


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n

n

n n

n 0

2
n

n n n n n

0 0

2

2
n

n n

n n n n n

0 0

2

P

V( ) A a P (cos )

(V)sin P (cos )d ( V)sin P (cos )d A a P (cos )sin P (cos )d

(V)sin P (cos )d ( V)sin P (cos )d A a P (cos )P (cos ) d(c

sin P (cos ) sin P (co

s

s )

o )







 





 



   

          



 

       

  

 



 



  

  

n

0

2
(cos )P (cos ) d(cos )

2n 1

2
n

n n n

0

2

2

n n nn

0

2

2
(V)sin P (cos )d ( V)sin P (cos )d A a

2n 1

2n 1
A (V)sin P (cos )d ( V)sin P (cos )d

2a



   

















 
          

 

 
  

         
  

 

 
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 :داریم و گیریم می cos  = x حال

n
n n

2

n n nn

0

2

0 1

x cos

n n ndx sin d n

1 0

P ( x) ( 1) P (x)

1 1

n

n n nn

0 0

n

2n 1
A (V)sin P (cos )d ( V)sin P (cos )d

2a

2n 1
A V P (x)dx ( V) P (x)dx

2a

2n 1
A ( V) P (x)dx ( 1) P (x)dx

2a

A









 

  

  

 
  

         
  

 
    

 



 
     

 

 

 

 

1

n 1
nn

n0 n

0

0 n :even
2n 1

(V) ( 1) 1 P (x)dx 2n 1
(V) P (x)dx n :odd2a

2a


 

      





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 :طبق تعریف داریم

 چگالی جریان

 سرعت چگالی

ds 

dx 
dsAd .




J v 

J :شار در سطح ایجاد مینماید که طبق تعریف شار داریم,بگذرد  dSاگر این    از سطح مقطع جسم 

j

S S S

dx
d J .ds v.ds .ds

dt

(dx .ds) (dV) dQ
d

dt dt dt

dQ
d J .ds

dt

dQ
I J .ds

dt

I


     

 
   

    



 



  



J

n̂
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 جریان های الکتریکی دائم: فصل پنجم



S V

dQ d
I J .ds (Q :electron) J .ds dV

dt dt
       

 .بدون وجود جریان مقدار کل بار ثابت بماند/ با dVبنابراین اصل بقای بار ایجاب می نماید که در داخل المان حجم 

 :که جریان از آن می گذرد داریم Sبا سطح  Vپس در حجم 

 :با استفاده از قضیه ی دیورژانس انتگرال سطحی را به حجمی تبدیل می نماییم و داریم

 
S V V V

d d
J .ds dV .J dV dV

dt dt


         

 :باشد داریم Vچون معادله ی فوق می بایست مستقل از 

 .این رابطه که از اصل بقای بار بدست آمده را معادله ی پیوستگی می گویند

 :در جریان های دائم چگالی بار با زمان تغییر نمی کندیعنی مشتق زمانی اش صفر است پس رابطه می شود

 .از این روی جریانهای الکتریکی دائم، بدون دیورژانس یا سلونوئیدی هستند

 :حال داریم

عبارتی برای قانون کیرشهف است که بیان می دارد جمع جبری جریانهایی که از یک گره در مدار الکتریکی خارج می 

 .شوند، صفر است

. J
t


 



.J 0 

n

j

j 1S

.J 0 J .ds 0 I 0


     
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را در رسانا   Eمیدان الکتریکی, اعمال شود و این پتانسیل vفرض کنید به دو سر رسانا یی، پتانسیل الکتریکی: مثال

از . است eEمقدار نیروی وارد بر الکترون  . می شود ( الکترون ها )تولید میکند که موجب حرکت حامل های بار 

طرفی نیروی باز دارنده ای به الکترون وارد می شود که ناشی از برخورد آن ها با الکترون های دیگر و یون های شبکه 

 :این نیروی بازدارنده تعریف میشود. است

 :پس قانون دوم نیوتن برای الکترون ها در هادی می شود 

 .است t=0  ،V=0در : داریم ko حال برای محاسبه 
 
 

 :داریم( 1)در رابطه ی  koبا قرار دادن 

P mv
f

t


 

 

V t

V t

mv dv m e E dv
F ma eE m [v ] m

dt m dt

e E dv dv dt dv dt
v

e E e Em dt
v v

m m

e E t
Ln(v ) k (1)

m

 




        

 

 
         

  
 


   



 

e E
Ln(0 ) k

m



  
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t

t

e E t e E e E e E t
Ln(v ) Ln( ) Ln(v ) Ln( )

m m m m

e E
v

t v t vmLn Ln 1 1 e
e E e E e E

( ) ( )
m m m

e E
v 1 e

m







   
           

 

   
   

                    
   

 
  

 

 :پس داریم. اما در فلزات عموما از مرتبه                        است و                   است
 
 

 :حال

1410 sec 100t

e E
v

m




E

e E 2 E
v ( )

m 2

E

j E
e E ne

j v nev j ne( ) j ( ) E nem m
m




 

  
  

         
 


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 :شرایط مرزی چگالی جریان

هنگامی که جریان بطور مایل از فصل مشترک بین دو محیط با رسانندگی های متفاوت می گذرد بردار چگالی جریان در 

 :در غیاب منبع انرژی عبارتند از Jمعادلات حاکم بر چگالی جریان دائم . اندازه و جهت تغییر می کند
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  J=σ E: از طرفی داشتیم

 :پس داریم

 :شکل دیفرانسیل

 

 :رسانایی که عکس مقاومت است می شود

 

E

1

E E

V Ed Ed d d
R R

I JA EA A A

 


      
 

d
dR

A
 

1 A
G

R
  



 : داریم   . J = 0پس با توجه به . میدانیم که مولفه ی عمودی یک میدان برداری بدون دیورژانس پیوسته است

 

از                           . به همین ترتیب، مولفه یمماسی یک میدان برداری بدون کرل روی فصل مشترک پیوسته است

 :نتیجه می شود که

 

 .  در دو طرف فصل مشترک برابر نسبت رسانندگی ها است Jبیان می کند که نسبت مولفه های مماسی ( 59-5)معادله ی 

 

 

1n 2n 2

A
J.ds 0 J J (5 58)

m

 
    

 


J
0

 
  

 
1t 1

2t 2

J
(5 59)

J


 


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بردار چگالی جریان در محیط اول . توسط فصل مشترکی جدا می شوند 2و  1دو محیط رسانا با رسانندگی های : مثال 

بدست  2اندازه و جهت چگالی جریان را در محیط . میسازد 1داردو با محور عمودب زاویه ی  J1اندازه ای برابر با 

   .آورید

1n 2n 1 1 2 2J J J cos J cos    

1t 1
2 1t 1 2t 2 1 1 1 2 2

2t 2

J
J J J sin J sin

J


          



2 :برابر است با J2اندازه ی :                                . با تقسیم دو رابطه داریم 2

1 1

tan

tan

 


 

   

   

1 1 2 2

2 t 2n 2 1 1 1 2 2

2 2 J cos J cos2 2

2 2 2 2 2 J sin J sin

2 21 1
2 22 22 2

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1

J J J J sin J cos

J sin J cos J J sin cos

  

   
      

       
             

          شهروز نصیریان 
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 که دارد وجود نیز برداری میدان از دیگری نوع .ایم شده آشنا الکتریکی و ثقل های بنام برداری میدان دو با کنون تا

 آهنربای یک آن ایجاد عامل و گوییم (B) مغناطیسی شار چگالی برداری میدان یا مغناطیسی برداری میدان آن به

 قرار مغناطیسی میدان یک در متحرک بار یک اگر است شده ثابت تجربه به .باشد می جریان حامل سیم یا و دائمی

 : کند می ایجاد را زیر حالات نیرو این که شود می وارد بار به میدان طرف از نیرویی گیرد،

 .است عمود ذره سرعت بردار همچنین و مغناطیسی میدان بر نیرو جهت

 .است متناسب مغناطیسی میدان و ذره سرعت ذره، بار حاصلضرب با نیرو مقدار

 .باشد عمود مغناطیسی میدان بر ذره که شود، می ایجاد وقتی نیرو بیشترین

 : است زیر فرمول شکل به حالات این بندی جمع

BF q(V B) 

        «F» جهت در ذره جابجایی آن اثر تنها و شد نخواهد ذره جنبشی انرژی و سرعت تغییر موجب مغناطیسی میدان

 .ندارد جایگزیده بارهای بر اثری و گذارد می اثر متحرک بارهای بر تنها مغناطیسی میدان پس .باشد می

 ساکن مغناطیسی های میدان
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 نیروی آن به که ذره بر وارد نیروی گیرد، قرار E و (مغناطیسی) B برداری میدان دو تأثیر تحت متحرک بار چنانچه

 : با است برابر گویند لورنس

 

 

 

 L E BF F F qE q(V B) q E V B       

 :ساکن مغناطیس موضوعی اصول )*(

 که دارد وجود کنند می مشخص آزاد فضای در را B کرل و دیورژانس که ساکن مغناطیس موضوعی اصل دو

 :از عبارتند

 

 :از است عبارت آزاد فضای پذیری نفوذ آن در که

 .است جریان چگالی نیز J و

 .است تسلا یا مربع متر بر وبر B  واحد

 مشابه هیچ ، ρ الکتریکی بار چگالی برای که رسیم می نتیجه این به                   با (6-6) ی رابطه ی مقایسه با

   .نیست موجود مغناطیسی

 

 

 

 

 

7

.B 0 (6 6)

B J (6 7)

H
4 10

m







  

   

 
    

 

.E



 


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   :شود می حاصل دیورژانس ی قضیه از استفاده و (6-6) از حجمی انتگرال اخذ با

 

 

 .شود می انجام V دلخواه حجم یک مرزی سطح روی سطحی انتگرال آن در که

 منبع هیچ ، ندارند وجود مجزا مغناطیسی بارهای که دارد می بیان باشد می مغناطیسی شار بقای قانون که رابطه این

 .شوند می بسته خود در همیشه مغناطیسی شار خطوط و نیست موجود مغناطیسی شار

  :داریم استوکس ی قضیه اعمال و (7-6)ی رابطه از باز سطح یک روی گیری انتگرال با

 

 

 دارد می بیان که است آمپر قانون از شکلی رابطه این

  بدور آزاد، فضای در مغناطیسی شار چگالی گردش 

   جریان کل در μo حاصلضرب با برابر بسته، مسیر هر

 .است مسیر این توسط شده محصور سطح از گذرنده

 

 

 V S
.Adv A.ds

(6 6) S
V

.B dV B.dS 0 (6 9)
 



 
     

 S C
( A).dS A.d

(6 7)

S S C

B .dS J.dS B.d I (6 10)
 

 

 
         
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 :برداری مغناطیسی پتانسیل

 جدیدی برداری میدان کرل بصورت را B توان می بنابراین .است سلونوئیدی پس ، است صفر B دیورژانس چون

 :داریم پس نمود، بیان A مانند

 آن دیورژانس بایست می و نیست کافی A معرفی برای اخیر ی رابطه .نامیم برداری مغناطیسی پتانسیل را A که

 :داریم .شود تعریف

 

 

 :داریم و نماییم می لحاظ را ( . A=0) کولن شرط پس نماییم ساده الامکان حتی را رابطه این خواهیم می

 

 .است پواسون برداری ی معادله که

 :دارد زیر مانند جوابی معادله این

   شعاع R آن در که

 )*(                                                                                                             .است حجمی ی کره

 

 

 

 

.B 0 B A   

 

 

 

2

2

A . A A or

A . A A

2

B J
A J

B A

. A A J

   

    



    
     

   

     

2 A J  

x x

y y

V

z z

A J
J

A dV A A and J J
4 R

A J





  
   

    
   

  


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 مغناطیسی میدان طرف از جریان حامل سیم بر وارد نیروی

dF dq v B Nqv B   

 حرکت سرعت v و dL طول در بار حامل تعداد N آن در که

 :نوشت توان می .است ها حامل

 

n و حجم واحد در بار تعداد A باشد می سیم مقطع سطح. 

 :نوشت توان می پس                                   :داریم طرفی از 

 

 

 :داریم مستقیم سیم در

J v n q v  

dF n AdLqv B 

C C CI

dF A J dL B dF IdL B dF I dL B F I dL B



            

F IL B 
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  :دارد قرار زیر شکل در ثابت مغناطیسی میدان در که نیم دایره ای سیم بر وارد نیروی محاسبه است مطلوب :مثال

 

   

 

0

0

ˆF I d B ; B B k

ˆ ˆd d cos i d sin j
2 2

d Rd

ˆ ˆd Rd sin i cos j

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF IR d sin i cos j Bk F IRB sin j cos i d

ˆ ˆF IRB cos j sin





   

      
          

      
   
  

 
         

               
   

    



 

   0

ˆ2 j

ˆi F 2IRB j



    
  
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 در چنانچه و می داد بیان آمپر قانون .می شود درست مغناطیسی میدان جریان حامل سیم اطراف در گفتیم :آمپر قانون

 یا کل B بردار کنیم، انتخاب جریان ها آن بدور (آمپری حلقه ) بسته حلقه ای و باشیم داشته جریان حامل سیم چند فضا

 .می باشد حلقه داخل جریانهای جبری جمع با برابر که می یابد مقداری بسته حلقه این حول چرخش
N

j

j 1

B.dx i



  

 1 2 3 4B.dx I I I I    

  بگیریم، بسته حلقه سطح نرمال بردار جهت در را راست دست شست چنانچه :dx جهت انتخاب -1

   .می دهد نمایش را dx جهت انگشت 4

  میدان جهت انگشت 4 شدن بسته جهت دهیم، قرار سیم در جریان جهت در راست دست شست :B جهت -2

B شهروز نصیریان   .می دهد را 
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 .سیم خارج و داخل در مغناطیسی میدان محاسبه مطلوبست ،است I جریان حامل R شعاع به استوانه ای سیمی :مثال

R 

r 

i 

B 
dx 

 نماي بالا

r̂

k̂

̂

r

   

 

dx rd

2

0

ˆ ˆB.dx I B . dx I Bdx I

I
Br d I Br 2 I B ; r R

2 r

 

  




 

          


         



  



 :سیم خارج نقاط

d


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 :سیم داخل نقاط

B’ dx' 

 نماي بالا

r̂

k̂

̂

r

   

 

 
 

dx r d

2

0

2
2

2

2 2

2

2

2

2

ˆ ˆB .dx I B . dx I B dx I

I
B r d I B r 2 I B ; r R

2 r

I
J I I rR I r I

R R
I J r

I r

R I r
B B ; r R

2 r 2 R

  

  




 





                  


                



  
           

    
  

 
  

       
 

  





 خارج
r داخل

1


r

B

rR

r' r R I
B

2 R
 







 شهروز نصیریان



208 

   :بیوساوار قانون

 .رود می بکار کلی حالت در B محاسبه برای

  :داریم بیوساوار قانون از استفاده برای .است i جریان حامل فضا در شکل مطابق سیمی کنید فرض

 . مناسب مختصات دستگاه انتخاب -1

   .می دهیم نمایش  X  با را می شود رسم آوریم بدست را B خواهیم می که ای نقطه تا مبدا از که مکانی بردار -2

   .باشد جریان جهت در بایست می (جریان حامل سیم در طولی المان)  ’dX انتخاب -3

   .گیریم می ’X را می شود رسم ’dX اول تا مبدا از که مکانی بردار -4

 : فرمول از استفاده -5

 
 

3

dX X Xi
B x

4 X X


 


 


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 از L ی فاصله در آن از حاصل مغناطیسی میدان ی محاسبه مطلوبست .است i جریان حامل R شعاع به ای حلقه :مثال

 .آن کز مر از گذرنده و حلقه ی صفحه بر عمود خط بر واقع و حلقه مرکز

 
 

 
 

 

 
 

2 2

3

3
2 2 2

2

3 0
2 2 2

ˆ ˆdX dX Rd

ˆ ˆX L k ; X R

ˆ ˆˆX X L R ; cos i sin j

dX X Xi
B X

4 X X

ˆˆ ˆR d Lk Ri
B R

4
R L

i R ˆˆB R d L R k

4 R L








    

  

        

 


 

  
 





     
 














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 
 

 

 
 

 
 

   
 

2

3 0
2 2 2

2 2 2

3
2 2 0 0 02

0 0

2

3 3
2 2 2 22 2

i R ˆ ˆ ˆB R d L cos i sin j R k

4 R L

i R ˆ ˆ ˆB R L i cos d L j sin d R k d

4 R L

ˆi R i R kˆB R R k (2 ) B X R

4 R L 2 R L




  



 

 

         
 

 

 
        

              
       

  

 
    

  



  
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  ی فاصله در آن از حاصل مغناطیسی میدان ی محاسبه مطلوبست .باشد می i جریان دارای L بطول مستقیم سیمی :مثال

a آن منصف عمود خط بر واقع و سیم از. 

 
 

 
 

 

 
 

2 2

3

3
2 2 2

L

2

3
2 2L 2

2

ˆ ˆ ˆdX dX j ; X a i ; X X j

X X X a

dX X Xi
B X

4 X X

ˆ ˆ ˆdX j a i X ji
B X

4
X a

ˆi a dX ( k)
B X 0

4
X a









     

    

 


 

 
 


 

 
  


 










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 

 
  2

L

2 2

33
2L 2

22

L L L

2 2 22 2

33
2L L L2

32 2 2

X dX d
tanˆi a ( k) dX a a cos

B X
a d4 a

dXX
cos1

a

a d d
ˆ ˆ ˆi a ( k) i ( k) i ( k)cos cosB X cos d

14 a 4 a 4 a
tan 1

cos







  

   

   
       

    
               

 

          
  

 




 

   

1

1 2

1 2
2 2 2 2 2 2

2 2

ˆi ( k)
B X Sin Sin

4 a

L L
L L2 2sin ; sin

4L a 4L aL L
a a

2 2





 
   



 
 

 
      

     
      

    


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 :است آمپر قانون از استفاده مساله این حل دیگر روش

 چنان را L طول به C مستطیلی مسیر داخل در B تعیین برای پس نداریم، میدانی هیچ سلونوئید خارج در است واضح

 داخل در بایست می میدان خطوط تقارن بدلیل .باشد خارج در دیگر بخشی و داخل ان از بخشی که دهیم می تشکیل

  :داریم آمپر قانون از استفاده با .باشند سولنوئید اصلی محور بموازات و موازی بصورت

 

B.dx I BL n LI B n I         
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 :جریان حامل دیگر سیم سوی از جریان حامل سیم یک بر وارد مغناطیسی نیروی

 :شد می B مغناطیسی میدان طرف از جریان حامل سیم یک بر وارد نیروی که دیدیم قبلاً

 در را آن از حاصل B مقدار بایست می باشد شده ایجاد دومی جریان حامل سیم توسط مغناطیسی میدان این اگر حال

 :داریم و نمود محاسبه اول سیم مکان

 

 :نوشت توان می پس

 

 

 :داریم و

 

 

1 1 1F i dL B 

 
 2 2 22

2 3

2 2

dX X Xi
B X

4 X X


 




 


2 1 1 1 2F i dL B  

 C
2 2 22

2 1 1 1 3

A 2 2

dX X Xi
F i dL

4 X X




    
  
 



 
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 ی محاسبه مطلوبست .داریم کنند می حرکت جهت یک در که i2 و i1 های جریان با d ی فاصله به موازی سیم دو :مثال

 .i1 جریان حامل سیم سوی از i2 جریان حامل سیم بر وارد نیروی

  سیم از حاصل مغناطیسی میدان مقدار آمپر قانون از استفاده با قبلاً

 :است شده که آمده بدست آن از d ی فاصله در جریان حامل

 

 :شود می مساله این برای

 :شود می F حال و

 

1i ˆB(r, , z)
2 r


  


1i ˆB(d, , z)

2 d


  



    

C

A

C

2

A

C

A

Z1 2 2 2 1

1
1 2 2 2

1
Z1

Z
ˆdL dz k 1 2

1 2

Z

Z

1 2 1 2
1 2 C A

Z

F i dL B
i ˆF i dLi ˆ 2 dB (d, , z)

2 d

i i ˆ ˆF dz k
2 d

i i i i
ˆ ˆF dz Z Z

2 d 2 d








 


 



 

  
  

 


   



 
    

 














 .است سیم دو بین ی جاذبه نیروی ی دهنده نشان که

 شهروز نصیریان .شود می ایجاد ها سیم بین  دافعه نیروی شود برعکس سیم دو از یکی در جریان جهت چنانچه :توجه
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 مطلوبست .باشند می i4 الی i1 جریانهای حامل a ضلع به مربعی راس چهار بر واقع سیم رشته 4 زیر شکل در :مثال

 .دیگر سیم 3 طرف از چهارم سیم بر وارد نیروی جهت و مقدار ی محاسبه

 :داریم پس .باشد می دافعه نیرو سو هم غیر برای و جاذبه نیرو سو هم جریان جهات با سیم دو برای شده محاسبه قبلاً

 

 

 

    

1 4
1 4 4

3 4
3 4 4

2 4
2 4 4

i i ˆF L j
2 a

i i ˆF L i
2 a

i i ˆ ˆF L cos 45 i sin 45 j
2 a







 








 




   


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 :مغناطیسی شار

        پدیدار سیم در جریانی که شود می مشاهده نماییم، نزدیک رسانا سیم یک از بسته ی حلقه یک به را آهنربا یک اگر

 .قبل حالت خلاف جهت در ولی شود می ایجاد حلقه در جریان نیز نماییم دو حلقه از را آهنربا برعکس اگر .شود می

 القایی جریان این ایجاد موجب حلقه سطح از گذرنده و مغناطیسی برداری میدان از حاصل مغناطیسی شار تغییر بنابراین

   .گردد می

 :فاراده قانون

   .شود می ایجاد (emf) القایی ی محرکه نیروی یک مسیر آن سوی دو در نماید، تغییر مسیر از گذرنده مغناطیسی شار اگر

 دو در باشد باز  مسیر سر دو اگر و گردد می ایجاد القایی جریان به موسوم جریانی آن در باشد بسته نظر مورد مسیر اگر

 متحرک آن از قسمتی یا نظر مورد مسیر -1 :است پذیر امکان روش 3 به شار تغییر .شود می ایجاد القایی ولتاژ آن سر

 : داریم .باشند متغییر مغناطیسی میدان نیز و متحرک مسیر -3 .باشد زمان با متغییر مغناطیسی میدان -2 .باشد

 

  :است زیر بصورت قانون این فرمولبندی حال

 

  B B x, t .da  

  Bd d
B x, t .da E.dx

d t d t


      
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 :لنز قانون

 گردد می جاری جهتی در جریان این .شود بسته مسیر در جریان ایجاد موجب (دلیل هر به) شار تغییر نمایید فرض حال

 ایجاد ثانویه میدان که شاری یعنی .باشد کننده ایجاد مغناطیسی میدان جهت خلاف در آن از حاصل مغناطیسی میدان که

 به رو القایی جریان ی کننده ایجاد مغناطیسی شار اگر یعنی .نماید می مخالفت جریان ی کننده ایجاد شار با نماید می

 (افزایش) کاهش در سعی (آن از حاصل شار نهایتاً و) القایی جریان از ناشی مغناطیسی میدان باشد، (کاهش) افزایش

 قانون از استفاده با توان می را آن از حاصل میدان جهت نهایتاً و القایی جریان جهت .است لنز قانون بیان، این .دارد جریان

 .آورد بدست راست دست قانون و  لنز

 :آورد بدست نیز A برداری پتانسیل ی پایه بر را مغناطیسی شار توان می )*(

 

 

 

 

 مسیر هر بدور ان خطی انتگرال که است معنی بدین آن و است فیزیکی مفهوم دارای (A )برداری مغناطیسی پتانسیل پس

 )*( .است مسیر این توسط شده محصور سطح از گذرنده مغناطیسی شار کل برابر بسته

  S C
( A).ds A.d

B A

B B

B
C

B.da A .da

A.d

 
   

      

 

 


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 شار ی محاسبه مطلوبست .دارد قرار شکل مطابق رسانا قابی از a ی فاصله در i جریان حامل مستقیم سیمی : مثال

 .قاب از گذرنده مغناطیسی

B ی فاصله در آن مقدار و شده محاسبه قبلاً مستقیم سیم اطراف در 

R از است عبارت (قاب سطح از گذرنده و) سیم از : 

 

 :لذا است، عمود قاب سیم چهار هر بر میدان این

 

 i ˆB(r) i
2 r


 



B

a w

B B

a

B

i
d B.da B.da Ldr

2 r

i
d Ldr

2 r

i L a w
Ln

2 a










    




    



  
   

  

 
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 خارجی مغناطیسی میدان بر حلقه این سطح صفر زمان در .است R مقاومت دارای a شعاع به ای دایره و رسانا سیم : مثال

 ی محاسبه مطلوبست .چرخانیم می اش اصلی اقطار از یکی حول ω ای زاویه سرعت با انرا t > 0 زمان در .است عمود

   .باشد زیر بشکل زمان با مغناطیسی میدان تغییر اگر حلقه در القایی جریان

 

 B(t) B cos t 

   

   

B

t

B B

B(t) B cos t

B

B

d B.da B(t) da cos

d B(t) A cos

B(t) A cos t

B A cos t cos t





 



    

     

   

    



   

     
 

Bd

2 B dt
B

d
B Acos t 2B A cos t sin t

dt

B A sin 2 t
2B A cos t sin t B A sin 2 t I

R R


 

 



 


         

 
          
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 a ی حلقه سمت به و افتد می  b شعاع با دیگری ی حلقه .است ia جریان حامل a شعاع و سیم دور n با ای حلقه :مثال 

 نیرو محاسبۀ است مطلوب .هستند موازی سطح دو های نرمال بردار همواره که بنحوی کند می حرکت ثابت سرعت با

  (باشد می L حلقه دو فاصله). b شعاع به حلقۀ در القایی محرکۀ

B اول حلقۀ (a) دوم حلقۀ مکان در:  

 

 :حال

 

2

a
a 3

2 2 2

i n a
B

2(a y )






 

a b a b a b

2
2a

a b 3

2 2 2

2 2

a
a b 3

2 2 2

B .S B S

i n a
b

2(a y )

i n a b

2(a y )







   


   



 
  
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 

   
 

2 2

aB

3

2 2 2

2 2 dy
y y vt v

aB dt
5

2 2 2

2 2 2 2

a a

5 5

2 2 2 22 2

i n a bd d

dt dt
2(a y )

i n a b 2yd 3 dy

dt 2 dt
2(a y )

3 i n a b 2y 3 i n a b 2ydy
v

dt
4(a y ) 4(a y )

   

 
        

 
  

 
         

 
  

   
         

   
       
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 بالا سمت به (a) ثابت شتاب با سهمی رأس از ای میله .داریم  y=kx2  معادلۀ با شکل سهمی سیمی شکل مطابق :مثال

 مطلوبست باشد داشته قرار است سهمی سطح بر عمود که خارجی  یکنواخت میدان در فوق مجموعۀ اگر کند می حرکت

   .مجموعه در القایی محرکۀ نیرو محاسبۀ

  میله و سهمی بین مساحت ابتدا بایست می حل برای

 .آورد بدست را

 

 

A A

2
A A

A
A

x x 3
2 A

1

0 0

OCAD A A

A A

A A
1y kx

y
x

k
A

OCAD A

k x
S ydx k x dx

3

S x y

y y
k

y yk k
S

3 3 k

y
S y

k



 

 
   

 
 

 



  



 


 
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 

A A A A A
2 OCAD 1 A

3

2
AA A

OAEO 2

y y y 2y y
S S S y

k 3 k 3 k

4 y4y y
S 2S

3 k 3 k

     

  

 :داریم پس نماید، می حرکت بالا بسمت ثابت شتاب با میله

 :داریم حال

 

 

2 A
A

2y1
y at t

2 a
  

  2
A

A

3

2
23

12 y at
A 2

B B OAEO B B

3 3 3

2 2 2
3 3 2

B
B

1

2
A

2y
t

a

1
4B at

4 y 2
d B.da BS B

3 k 3 k

1 1 1
4B a t 4B a t 4B a 3t

d d2 2 2

dt dt3 k 3 k 3 k

2y1 1
4B a a

2 2 a





 
 
           

 
      
                      

 
 
 

    
   
    

  

 

1

2
A4B y 1

a
2k k


 

     
 
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 :مغناطیسی قطبی دو )*(

  I جریان حامل و b شعاع به کوچک ای دایره ی حلقه یک از دور ای فاصله در را مغناطیسی شار چگالی خواهیم می ابتدا

  :داریم مغناطیسی شار چگالی ی رابطه و بیوساوار قانون از استفاده با .آوریم بدست (مغناطیسی دوقطبی یک)

 

 

 
 

J dV J S d Id

V

V

3

V

J
A dV

4 R

I d
A

4 R

dX X Xi
B X

4 X X

I dX
A

4 X X

   













 
 

  
 

  
  

 
 

  
    


 

 










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 

 
1

1V V

2 2

1

ˆ ˆˆ ˆdX dX bd bd sin i cos j

ˆ ˆ ˆX R cos cos i R cos sin j R sin k

ˆ ˆX bcos i bsin j

X X R

ˆ ˆbd sin i cos jI IdX
A

4 4 RX X

(R b).(R b) R b 2Rbcos

(R b).(R b) R b R b cos 0

R b R

 

 

          

       

    

  

     
 

 

      

    

 

 

2 2 2

1

2 2 2

1

R R b 2Rb cos

R cos
cos R cos R sin sin

2 R sin

R R b 2Rbsin sin

 
  
  
  
   

      


   
         



  

   




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2 2

1
2 2

2 2 2

1 2

1

1

2
R b

1

1 1 b 2b
R R b 2Rbsin sin 1 sin sin

R R R R

1 1 2b 1 b
1 sin sin 1 sin sin

R R R R R





 
           

 

   
           

   

 :داریم A ی رابطه در جایگذاری با

 

 
 

 
1V V

ˆ ˆbd sin i cos jI I bd b ˆ ˆA 1 sin sin sin i cos j
4 R 4 R R

 

 

        
         

   
 

 مقداری دیفرانسیلی جزء در    به وابسته ی مولفه رابطه این در اما

 که دارد ها y محور دیگر طرف در جهت خلاف در و برابر 

 برابر مقداری با     به مربوط ی مولفه ولی نماید می خنثی آنرا 

   به وابسته ی جمله بنابراین .گذارد می اثر A روی جهت هم و 

 :داریم و شود می حذف    

ĵ

î

ĵ
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   

 

2

Or

V 0

2

2

2 2

0 0 0

I Ibd b bd bˆ ˆA 1 sin sin sin i 1 sin sin sin i
4 R R 4 R R

I bd b
ˆA 1 s

ˆ ˆ ˆi c
in sin sin

2 R

os r sin 1 1
* * * * *

ˆ ˆ 2 2ˆ sin i c s jR o

   





 










  

     
               

    

  
   

   
          

 
        

 

   

 
2 2 2

2

2 2 2

0

2 22

2

2

2

2

2

I b I bb b
ˆ ˆA 1 sin sin sin d sin d sin sin d

2 R R 2 R R

I b sin I b sin
ˆ ˆA sin d

2 R

  

 

  
  

















 
    
       

                            
    

  

 
    

   

 
 
 
 


    








 







 

2

2

2

2 22 2

2 2

2 2

0

2

1 1
cos 2 d

2 R 2 2

I b sin I b sin1 1
ˆ ˆA d cos 2 d A

2 R 2 2 4R






 

 

 
 

 


 
   

  

 
 
    

       
                      

 
 



 
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 :نویسیم می مجدد را اخیر ی رابطه حال

   
 22

2 2 2 3

2

ˆI b sinI b sin m R m R Wb
ˆ ˆA R A R (*)

4R 4 R 4 R 4 R m

ˆ ˆ ˆm kI b kIS k m

  
         

        
    

    
 

 جریان حاصلضرب با برابر آن ی اندازه که است برداری و کنند می تعریف مغناطیسی دوقطبی گشتاور را  m آن در که

 .نمایند دنبال را جریان جهت انگشتان اگر دارد، راست دست شست با سو هم جهتی و بوده حلقه سطح در وارده
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 3

3 3 3

ˆm RR
ˆ ˆ ˆ(*) : A m RR RR RR

B(R) m. m .4 R
4 R 4 R R

B A



 

   
       

                   
  

 :داریم .آید می بدست )*( ی معادله کرل ی محاسبه با مغناطیسی میدان

 .کرد تبدیل زیر ی رابطه به توجه با توان می را کروشه داخل اول ی جمله

    

x y z
ˆ ˆ ˆˆRR R R i R j R k x

x x x3 3 5

x

3 5
2 2 2 2 2 22 2
x y z x x y z x x 5

x

ˆˆ ˆm iRR RR
m 3m R

R R R R

ˆ3 RRˆ ˆRR R R R RR 2R R R R 3m R
R 2 R

   

 

 
   

  

   
          

   

 :داریم پس

 :است زیر ی محاسبه شامل کروشه داخل دوم ی جمله اما
 

 
3 3 5

ˆ ˆ3 m.RR RRˆRR m
m.

R R R
  

3 3 5

ˆ ˆRR 3 3RRˆ. RR. 0
R R R

   
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 :داریم نهایتاً پس

 (مغناطیسی دوقطبی)                  

 

 بستگی مدار هندسی شکل جزئیات به دور فواصل در مدار یک از ناشی مغناطیسی میدان که دهد می نشان رابطه این

 .شود می مربوط (m) آن مغناطیسی قطبی دو گشتاور به تنها بلکه ، ندارد

 

 (عددی) ای نرده مغناطیسی پتانسیل

 .است صفر آنجا در مغناطیسی میدان کرل باشد، صفر جریان چگالی هرجا که کند می بیان                       ی رابطه

 نرده مغناطیسی پتانسیل یک شیب بصورت است صفر جریان چگالی که نواحی در را مغناطیسی میدان توانیم می پس

 :بنویسیم ای

    :داریم اما

 :نوشت توان می پس

 .کند می صدق لاپلاس ی معادله در است مغناطیسی ای نرده پتانسیل که Vm پس

 

   
3 5 3 5

ˆ ˆ3 m.RR RR 3 m.R Rm m
B(R)

4 R R 4 R R

 

            
    

  

B J  

mB V  

.B 0 

2

m.B V 0    
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 :آورد بدست توان می را مغناطیسی دوقطبی یک ای نرده پتانسیل به مربوط ی رابطه

 

 

 

 :نوشت توان می                                           ی رابطه به توجه با

 

   
3 5 3

3 m.R R m.Rm
B(R)

4 R R 4 R




   
       
   

   

mB V  

 
m 3

m.R
V

4 R



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 (مغناطش) شدگی مغناطیس

 این پس .است شده تشکیل چرخند می آنها بدور که هایی ن الکترو و مثبت ی هسته با هایی اتم از مواد ی همه

 محور حول الکترونها هم و هسته هم بعلاوه .نمایند می ایجاد میکروسکوپی مغناطیسی های قطبی دو گردان الکترونهای

 تر کوچک خیلی ها الکترون به نسبت هسته مغناطیسی قطبی دو گشتاور چون ولی دارند (وضعی) دورانی حرکت اتم

 .گردد می صرفنظر است

 (ها یون یا ها الکترون) بار های حامل حرکت توسط که واقعی جریان (1) :داریم جریان نوع دو طبیعت در ظاهراً پس

 .شوند نمی بار انتقال به منجر و اند دورانی های جریان که اتمی های جریان (2) .شود می ایجاد

 .نمایند ایجاد مغناطیسی میدان توانند می جریان دو هر که آنست نکته

 مغناطیسی گشتاور هیچ و (دائمی آهنرباهای جز) اند تصادفی اتمی های دوقطبی گشتاور مغناطیسی میدان غیاب در

 می سو هم اولاً ها الکترون مغناطیسی های گشتاور خارجی، مغناطیسی میدان حضور در .دهند نمی نتیجه را خالصی

   .شود می ایجاد القایی مغناطیسی گشتاور یک هسته بدور ها الکترون مداری حرکت در تغییر بدلیل ثانیاً و شوند

 .نماییم بررسی مغناطیسی ی ماده یک حضور در را مغناطیسی شار چگالی تغییرات که است مهم پس
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 مغناطیس بردار باشد، موجود حجم واحد در اتم n اگر .باشد k اتم مغناطیسی دوقطبی گشتاور mk نماییم می فرض

 .است مغناطیسی دوقطبی گشتاور حجمی چگالی همان که نماییم، می تعریف زیر بصورت را شدگی

 

 

 

   ’dm = M dV   :شود می ’dV کوچک حجم یک در dm مغناطیسی دوقطبی گشتاور حال

n V

k

k 1

V 0

m
A

m lim (6 55)
V m





 

 
  

  



 
 

     

 

3 3

3

V V

m R
A R

4 R

1 R
R R

1
ff G f G f G R
G M

1 1
M M

R R

M R
dA R dV

4 R

1 1
dA R M dV A R dA R M dV

4 R 4 R


 
 
 

  

 

 

 
  
  

   
 

 
 
 
 

 



 

      


        

 
  



    
           

    
 

M
R

 
 
 
 


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 

 

 

V V

V S

V S S

V

F dV F dS

ˆM M M n
dV dS ds

R R R

M M
A R dV dV

4 R 4 R

ˆM M n
A R dV

4 R 4 R

 

 

 
     
     
     
       

 



      

          

  
     

 



   
   
   



  
   
  

    
 

 

 

  

 


S

(I)ds



 




  حجم ی دربرگیرنده سطح ’S و است (’S) مغناطیسی ی ماده سطح از خارج بسمت و عمود نرمال بردار     آن در که

V’ شدگی مغناطیس بردار که جایی یعنی منبع، مختصات به وابستگی ی دهنده نشان پریم علامت .است M دارد وجود  

 .باشد می (دارد وجود ماده)

  :داریم بالا ی رابطه از

 :حجمی جریان چگالی

 :سطحی جریان چگالی

n̂

mJ M  

ms
ˆJ M n 
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 :نوشت زیر بصورت توان می را (I) ی رابطه

 

  msM

V S

V S

or
X X X X

X X X X

ˆM M n
A R dV ds

4 4

JJ
A R dV ds

4 4

 

 

 

 

   
   
     
   

   
   
     
   

    
  

 

 
  

 

 

 

 
 

 
 

3

3

V V

R X X

X X1

X X X X

X X1
A R M dV A R M dV

4 R 4 X X

 

 
  
 
 
 

  

 
 

   

                 
 

 

 از استفاده با و گردد حساب M کرل ابتدا بایست می نماییم محاسبه مغناطش از مشخصی توزیع برای را B خواهیم می وقتی

 .شود محاسبه A کرل مجدد بایست می B کردن پیدا برای آنگاه .شود حساب A آن

 B ی محاسبه برای را دیگری راه استف تر آسان برداری میدان یک کرل به نسبت ای نرده میدان یک شیب ی محاسبه چون

   :گردیم می باز زیر ی رابطه به .کنیم می معرفی
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   
           

   
 

3

V

3 3

F

3

F G .G F .F G G. F. G

X X
G and F M

X X

X X
B X A X M dV

4 X X

X X X X X
M . M .M

X X X X

 
 

  

 
   

         

 
 

 

         
  
 

         
           
           

      



 

 
 

 

 

3

3 3

3

3

.M(x ,y ,z ) 0

X X
1. .

X XX X

X

X X

X X X X
. M M.

X X X X

X X
M

X X
                   
    
          

   

 
  

  

 
 
 
 

      
       
       

    

 
 



 
 

 

 
 

 
 

1

3 3

3 3

V V

B (X)

X X X X
M . M.

X X X X

X X X X
B X M . dV M. dV

4 4X X X X

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  
                  
 
 
 

              
      
   

 

2B (X)

(P)
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 
 

     

   
 

1 3

V V

2 3

V

F.G F. G F G G. F G F

X X
G

X X

X X
B X M . dV M X 4 X X dV M X (*)

4 4X X

X X
B X M. dV

4 X X

 


 





         
         

          

 
 
 
 

          

 


 

             
  
 

      
  
 

 



 
 

       
 

 
 

3 3 3 3 3

3

3

M(x ,y ,z ) 0
M M 0

and F M

X X X X X X X X X X
M. M. M . M M

X X X X X X X X X X

X X
M. M.

X X

  
   





             
               
                  
     

 
   
  
 

   
3 3

X X X X
M

X X X X

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
      
       
    
 
  
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 
 

   
 

 

   
 

3 3 3 3

0

2 3

V

X X X X X X X X 1
M. M. M M. M

X XX X X X X X X X

X X
B X M.

4 X X







 
                                                                       
 
 

      
  
 

  
 

   
 

 

 
 

3

V

2 m

2 3

V m 3

V

X X
dV M X . dV

4 X X

B X V

X X1
B X M X . dV (**)X X14 V M X . dVX X

4 X X













       
   
 

   
           

        
      

 






 :داریم (P) در )**(و )*( دادن قرار با .باشد می مغناطیسی ی ماده از ناشی مغناطیسی ای نرده پتانسیل Vm کمیت

   1 2 mB X B (X) B (X) M X V (II)      
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 یک شیب :نوشت جمله دو مجموع یصورت توان می را مغناطیده ی ماده توزیع یک از ناشی مغناطیسی میدان پس

 تنها پس است صفر M (خلا مثلاً) خارجی ی نقطه در .موضعی مغناطش با متناسب ای جمله ی بعلاوه ای نرده میدان

 :گردیم می باز )**( ی رابطه به مجدد .ماند می باقی ای نرده میدان یک شیب به وابسته ی جمله

 
 

       

    

 

m 3

V V

m

V

m

. f G f .G f .G

1
f and G M

X X

X X1 1 1
V M X . dV M X . dV

4 4 X XX X

1 1 1
V . M X .M X dV

4 X X X X

.M X1
V .

4 X X

 



    

 
 

   
          
         

  
          
     

  

  
   
  
 

 



  

   

   

V

m

V V

m

S V

V S
.Adv A.ds

M X
dV

X X

M X .M X1 1
V . dV dV

4 4X X X X

ˆM X .n .M X1 1
V dS dV

4 4X X X X



 

 

 

 
   
 
 

      
         
       

    

     
     
      
   

 



 

 
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 :نماییم می تعریف را زیر ای نرده کمیت دو

 مغناطیسی قطب چگالی                                 

 مغناطیسی قطب قدرت سطحی چگالی                                 

  :داریم حال

 

 . μo M  ی جمله ی بعلاوه پریم بدون مختصات به نسبت پتانسیل این شیب در ضرب  μo-  با است برابر  B حال

   

   

M

M

X X

X X

. M

ˆM . n

 

 

  

 

M M
m

V S

dV dS1 1
V

4 4X X X X 

  
  

   
 

   

   

   
   

M M

V S

M M

V S

M M

3 3

V V

X

X

X

dV dS1 1
(II) : B M X

4 4X X X X

1 1 1
B M X dV dS

4 4 4X X X X

X X X X
B M X dV dS

4 4X X X X

 

 

 


 

 


 

   
       

    
 

    
            
       
   

     
   

   

 

 

 

 .دهد می نشان  X(x,y,z) در مغناطیسی میدان ایجاد در را ’V حجم در مغناطیده جسم سهم رابطه این
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 را یکنواخت شدگی مغناطیس با مغناطیسی ی ماده یک از مدور استوانه یک محور روی مغناطیسی شار چگالی : مثال

 M=Mo محوری شدگی مغناطیس و L آن طول ،b استوانه شعاع .نمایید تعیین
^k است. 

 مغناطیس چون .است ای استوانه ای میله آهنربای یک مانند مساله

 : پس است ثابت استوانه داخل در (M) شدگی

 مغناطیس جریان چگالی .نداریم معادل حجمی جریان چگالی و

   :با است برابر جانبی ی دیواره روی سطحی شدگی

 

 

 جانبی سطح روی Mo خطی چگالی با ای استوانه ای ورقه پس

 برای .ندارند جریانی هیچ پایین و بالا های مقطع سطح و داریم

 :داریم P در B ی محاسبه

mJ M 0   

ms
ˆ ˆ ˆk) r MˆJ M n (M     

 

  
ms

L 2
I J S

P 3
20 2 2

ˆM b k dz
B z dB

2 b z z

  


   

 

 

 
 

P
2 2 2 2

ˆM k z z L
B z

2 z b z L b

 

 
    

    شهروز نصیریان 
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 :مغناطیسی میدان شدت

 در باشد، انتقالی جریان یک حامل خود آزاد های الکترون طریق از است ممکن آهن، مغناطیسی جسم مانند موردی در

 پیدا خاصی جهت توانند می ها جریان این و اند اتمی های جریان دارای اش بلوری ی شبکه در ثابت یونهای که حالی

  :نوشت زیر بصورت توان می را مغناطیسی میدان کلی بطور .گردند سبب را شدیدی مغناطش و نمایند

 

 

 ی ها مشترک فصل و سطوح تمام شامل نیز ’S سطح گیرد، می بر در را ماده تمام و جریان حامل نواحی تمام ’V حجم

 بردار در اتمی های جریان اثر که حالی در است انتقالی های جریان تنها شامل J جریان چگالی .است مختلف های محیط

 .شود می یافت VM پتانسیل و  M مغناطش

 مشخص J موارد اکثر در ولی .آورد بدست را B توان می بالا ی رابطه از باشند مشخص نقاط تمامی در M و J چنانچه

 H مغناطیسی شدت بنام کمکی مغناطیسی بردار مشکل رفع برای .دارد بستگی B (x’,y’,z’) به M (’x’,y’,z)  و است

 :شود می تعریف زیر بصورت که کنیم، می معرفی را

    M M
m m3

V V S

(I
dV dSJ (X X ) 1 1

B X dV M X V ; that : V
4 4 4X X X XX X

)
 

  

   
     

    


  

1
H B M



 

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  :داریم (I) ی رابطه در تعریف این دادن قرار با

   

 

m3

V

M M
m m3

V V S

X

X

1 1 J (X X )
B M X dV V

4 X X

dV dS1 J (X X ) 1 1
H dV V ; that : V

4 4 4X X X XX X

 

  




   
  

   
    

  



 




  

  به دیفرانسیل معادله یک طریق از H چگونه که داد خواهیم نشان .دارد بستگی M به M و ρM  طریق از H هنوز

   .است وابسته J جریان چگالی

 

  :میدان معادلات

  :که دادیم نشان قبلاً

 :یعنی بنویسیم A برداری تابع کرل بصورت آنرا توان می است صفر B دیورژانس چون

 تمامی بایست می B کرل در که نمود دقت بایست می ولی .آمد بدست آمپر مداری قانون اول ی رابطه از پس  

 :داریم پس .نمود وارد را نمایند ایجاد مغناطیسی میدان توانند می که هایی جریان

.B 0 and B J   

B A
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 :داریم                                 ی رابطه و رابطه این ترکیب با .است مغناطش جریان Jm  و انتقالی جریان J که

 mB J J  

mJ M

H

B B
B J M J M M J H J 

 



 
               

   

 :اند مغناطیسی میدان در اساسی معادلات زیر روابط

   :داریم استوکس ی قضیه از استفاده با .است زیر بصورت آنها دیفرانسیلی های صورت

 

 

 برابر C ی بسته مسیر دور H مماسی ی مولفه خطی انتگرال که کند می بیان است آمپر قانون از دیگری شکل که رابطه این

   .گذرند می C منحنی توسط محصور سطح از که انتقالی های جریان کل جبری جمع با است

 :داریم دیورژانس ی قضیه از استفاده با

 

 

 .است صفر مغناطیسی شار بسته، سطح هر برای یعنی

H J and .B 0   

S S C S C

S C
( A).ds A.d

H J ( H).ds J.ds H.d J.ds H.d I
 

       
 

    

V S
.Adv A.ds

.B 0 V S S
ˆ.B dv B.ds 0 B.n ds 0

 

 

 
       
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 .پسماند مغناطیسی، تراوایی و پذیرفتاری

 از یکی و M میان آن معادل یا و H و B میان ی رابطه داشتن مغناطیسی ی نظریه به مربوط مسائل حل برای

 بدست تجربه با غالباً و دارد بستگی مغناطیسی ی ماده ماهیت به روابط این .است ضروری مغناطیسی میدان بردارهای

 .آیند می

 خطی و (یکسان سو همه) همسانگرد ماده اگر . دارد وجود H و M میان خطی تقریباً ی رابطه یک موارد بسیاری در

 :داریم باشد

 باشد مثبت m اگر .گوییم می (مغناطیسی حساسیت) مغناطیسی پذیرفتاری را m  بعد بدون و ای نرده کمیت که

 را جسم باشد، منفی  m اگر .شود می تقویت ماده حضور اثر در مغناطیسی میدان و گوییم پارامغناطیس را ماده

 مغناطیسی پذیرفتاری چه اگر .شود می تضعیف ای ماده چنین حضور اثر در مغناطیسی میدان و گوییم دیامغناطیس

 که گفت توان می اطمینان با مواقع اکثر در ولی نماید می تغییر بشدت دما تغییر با مواقع برخی و است دما از تابعی

m  است کوچک بسیار مغناطیس دیا و پارا مواد برای.  ( m<<1) 

mM H

 m m mm

1
H B M

M H

1 1
H B H H H B H 1 B



 

 



              
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   m m

r m m

H B

H 1 B 1

or K 1

 




 



           



    



 .نامند می نسبی تراوایی را Km کمیت و مغناطیسی تراوایی ضریب را μ  آن در که

 آنست مواد این ی مشخصه وجه .گویند می ها مغناطیس فرو آنها به که دارند وجود مغناطیسی مواد از دیگری ی رده

    و                      روابط و نیستند خطی مغناطیس فرو مواد .باشند داشته دائمی مغناطش توانند می که

   .کند نمی صدق موردشان در 

 تقریب و نماییم بررسی آنها برای را B-H نمودار که است آن ها مغناطیس فرو به مربوط مسائل برای عملکرد بهترین

   .بریم بکار نمودار این از مشخصی ی ناحیه در مساله برای را مناسبی های

 یکنوا بطور است صفر ابتدا در که مغناطیسی میدان شدت اگر .کنیم می شروع نامغناطیده فرومغناطیس ی ماده از ابتدا

 .آید می در زیر بشکل B-H رسم از حاصل منحنی شود، داده افزایش

mM HH B 
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 در تراوایی مقدار بیشترین .آورد بدست را تراوایی ،            با توان می .نامند می ماده مغناطش منحنی را منحنی این

 بسیار مقادیر برای و رسد می بیشینه به ماده در M مغناطش که آنست زانو وجود علت و دهد می رخ منحنی زانوی

 .یابد می ادامه                 عبارت وجود بدلیل                                      مغناطیسی میدان افزایش ،H زیاد

 کاهش را H میدان شدت اگر .گیریم می درنظر را است شده مغناطیسی بالا بروش که مغناطیسی فرو ی ماده حال

 یعنی .برسد r به تا دهد می تشکیل را جدیدی منحنی و گردد نمی باز قبلی منحنی همان روی از B-H منحنی دهیم

   .رود نمی بین از H حذف با دیگر شدن برقرار از پس مغناطش

B

H
 

H M B   H
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  مغناطیسی وادارندگی یا و وادارندگی نیروی به C در H ی اندازه .نامند می باقیماندگی یا پسمانده ، r در را B مقدار

 ی بیشینه مقدار به بلکه ، دارد بستگی مغناطیس فرو ی ماده ماهیت به تنها نه پسماند ی حلقه شکل .است موسوم ماده

H فرومغناطیس مواد در پس .دارد بستگی نیز شود می وارد ماده بر که m بعلاوه .است بزرگ بسیار و مثبت         

Km  >> 1 . 

 میدان منابع بعنوان (2) جریان، مدار یک مغناطیسی شار افزایش (1) :برند می بکار منظور دو به را مغناطیس فرو مواد

  .(دائم آهنربای) مغناطیسی

 

 بکار معکوس مغناطیسی شدت یک بایستی واقع در

 کاهش H اگر .برسد صفر به مغناطش تا شود گرفته

 افزایش با .رسد می بخش ترین پایین به منحنی یابد

 را پدیده این .گیرد می شکل دیگری منحنی H مجدد

 می نشان و است ماندن عقب معنی به که گویند پسمان

 .است تر عقب خود محرک میدان از مغناطش که دهد

  (هیسترزیس منحنی) پسماند منحنی را شکل منحنی

   .گویند
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 مغناطیسی میدان بردارهای برای مرزی شرایط

   .نمایند می تغییر چگونه محیط دو مشترک فصل از عبور در H و B که بدانیم بایست می مغناطیسی میدان مسائل حل از پیش

 2 1ˆ ˆn nS
2 2 1 1 2 1 2 2n 1n

ˆB.nds 0
ˆ ˆ ˆB .n S B .n S 0 B B .n 0 B B

 


         


 C
2 1 Sn 2t 1t Sn

ABCDA

H.d I

h 0 H.d H W H W J W H H J


          




 واحد در انتقالی جریان).است C مسیر بر عمود مشترک، فصل روی سطحی جریان چگالی JSn ان در که

 پیوسته مشترک فصل از عبور در مغناطیسی میدان شدت مماسی ی مولفه پس . (سطحی ی لایه در طول

 شهروز نصیریان .باشد موجود سطحی واقعی جریان یک آنکه مگر است،
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2t 1t SnH H J  2n̂ :داریم نماییم برداری ضرب       در را                               ی رابطه اگر

 2 2 1n̂ H H J  

 بدون مغناطیسی های میدان ی محاسبه یعنی دهیم، انجام را مسائل از خاصی ی رده حل روش خواهیم می اینجا رد

  :داریم باشد صفر J وقتی  .انتقالی جریان

  :یعنی  .نوشت ای نرده میدان یک شیب بصورت را H توان می پس

   .است مغناطیسی میدان های چشمه تمامی از ناشی ای نرده پتانسیل Vm که

    :شود می تبدیل مرزی مقادیر ی مساله حل به میدان ی محاسبه آنها در که است موجود مغناطیسی ی ماده نوع دو

 بطور که ماده یک از قطعه یک (2) و است B = μ H آن در که خطی تقریباً یا و خطی مغناطیسی ی ماده  (1)

 به   . B =  . (μ H) = 0 ی معادله حالت دو هر .است  . M = 0  آن در و است شده مغناطیده یکنواخت

 . H = 0  داریم حال  .شود می تبدیل:  

 

 صدق مرزی شرایط در که لاپلاسی ی معادله حل به شود می تبدیل مساله پس .است لاپلاس ی معادله همان که

   یا و B = μ H ی رابطه با نیز B و نمود محاسبه مغناطیسی پتانسیل شیب ی محاسبه با توان می را H آنگاه .نماید

B = μo (H + M) (است مناسب کدام انکه به بسته) آید می بدست. 

.B 0 and H 0   

mH V

2m
m

H V
.H 0 V 0


   
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 که دارد قرار فضا از ای ناحیه در کره این .داریم μ تراوایی و a شعاع به خطی مغناطیسی ی ماده یک از ای کره :مثال

 وجود اثر در مغناطیسی میدان چگونه بدانیم خواهیم می  .است Bo آغازین یکنواخت مغناطیسی میدان یک حاوی

   .آوریم بدست کره در را مغناطیسی میدان مقدار و کند می تغییر کره بیرون در کره

2 n (n 1)

m m n n n

n 0

o 1
o 1 2

m

oo 2
oo 2 2

V 0 V (r, ) A r C r P (cos )

C C
A A r cos cos r a

r r
V (r, )

C C
A A r cos cos r a

r r


 



         


     

   
      




 . Coo = C2 = 0 پس (r = 0 ) باشد بینهایت تواند نمی پتانسیل کره داخل در چون

 کره خارج در وقتی .نماییم می حذف باشند توانند می عددی هر نیز Aoo و Ao ثابتهای

  ثابت پس است موجود یکنواختی پتانسیل اولیه B بدلیل شویم می دور بسیار و هستیم

Co داریم پس ، است صفر نیز:  
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1
1m 1 2

2m 2

C
V (r, ) A r cos cos r a (*)

r

V (r, ) A r cos r a (**)


     

 
    

 :داریم پس                است یکنواخت مغناطیسی میدان شدت کره از دور بسیار فواصل در

 

   :شود می مغناطیسی پتانسیل فلذا

 

 : که داریم )*(ی رابطه به توجه با

  :داریم محیط دو مشترک فصل در حال 

 o
ˆH z

1m o o
ˆv H. dr H k H r cos    

B H o
1m

o

B
v r cos  


o

1

o

B
A  



1t 2t 1 2

1n 2n 1r 2r

H H H H

B B B B

   


  
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 

 

o 1m
1 2 22

o

o 1
23

o

m
1r 2r

m

o 1
o 23

o

o
o

H V
in r a

B H and H V

B V and r a

B C
H H a sin sin A a sin

a

B C
sin sin A sin (I)

a

B B

B 2C
cos cos A cos

a

2
B cos

 




  

    

  
         

  


 
        

 

  
          

   


  1

23

C
cos A cos (II)

a




















         

o 1
1m 2

o

2m 2

B C
V (r, ) r cos cos r a (*)

r

V (r, ) A r cos r a (**)

  
        

  


   

 :داریم (II) و (I) معادلات همزمان حل با
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   

o o1 1
2 23 3

o o

o 1 o 1
o 2 o 23 3

3

o

oo
2 1

o o

B BC C
sin sin A sin A

a a

2 C 2 C
B cos cos A cos B A

a a

1 B a
3B

A and C
2 2

    
            

       
     

            
    

  
  

   
 

     

   :شود می مغناطیسی پتانسیل جواب پس

 

 

3

o

oo
1m 2

o o

o
2m

o

1 B a
B cos

V (r, ) r cos r a (*)
2 r

3B
V (r, ) r cos r a (**)

2

   
   

     
      

    


           
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   :شود می کره خارج و داخل برای مغناطیسی میدان جواب حال

 

m m

m

m m m
m m m

o

1

3

o

oo

2

o o

B H and H V
V V V1 1ˆˆ ˆV r
r r r sin

V V1 ˆˆH r
r r

V V1 ˆˆB r
r r

1 B a
B cos

r cos
2 r

(1) for r a

r̂
r

B

 
  

     
  

 
     

 
       

  

   
   

        
     



 


 











 

3

o

o

o

o

o

2

o

1 B a
B cos

r cos
2 r

1 ˆ
r

   
   

        
     



 
 
 
 
 
 
 
 
 





 


 


 
 


 


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 
3

1 o

o

o

o

aˆ ˆˆk 2r cos sin
r

1

B B B r a

2

  
   
          
   
  
 





 






   
o o

o

2

o
2

o

o

ˆ3B k
B

3B 3B
r cos r co

r a

1 2

s
2 2

(2) for r a

1 ˆˆB r
r r

          
       

              

 
 

  


  

 



 
   

 


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 برای .شوند می بزرگ دور فواصل در چون شده گذاشته کنار بسط از r مثبت های توان عمداً کره خارج نقاط برای

   .شوند می بینهایت مختصات مبداء در آنها چون گذاشتیم، کنار را r منفی های توان نیز دائمی آهنربای داخل نقاط

2 n (n 1)

m m n n n

n 0

(n 1)

1m 1n n

n 0

n

2m 2n n

n 0

V 0 V (r, ) A r C r P (cos )

V (r, ) C r P (cos ) r a

V (r, ) A r P (cos ) r a


 




 







         


   


 

    








 مغناطیسی میدان خواهیم می .داریم μ تراوایی و a شعاع ،  M مغناطش بردار با یکنواخت ی مغناطیده ای کره :مثال

   .نماییم حساب کره خارج و داخل در ندارد وجود دیگری مغناطیسی میدان هیچ وقتی را کره این توسط شده ایجاد

 ی معلدله جواب .گیریم می کره مرکز در را مختصات مبداء و گیریم می ها Z محور جهت در را مغناطش  بردار

 :نوشت توان می پس . داد بسط ای منطقه های هماهنگ حسب بر توان می را لاپلاس
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 

(n 1)

1m 1n n

n 0

1 2 1r 2r

n

2m 2n n

n 0

(n 1) n

1 2 1n n 2n n

n 0 n 0

1
mr

H V

in r a

V (r, ) C r P (cos ) r a

and H H and B B in r a

V (r, ) A r P (cos ) r a

1 d 1 d
H H C a P (cos ) A a P (cos ) 0

a d a d


 



 



 
 

 

 








 
    

     
 

    
 

   
         

    





 

 

 

(n 1) n 1

1n 2n n

n 0

1m 2m
1r 2r o o o

(n 2) n 1

o 1n n o o 2n n

n 0 n 0

o mr

o m

B H and H V

B V and r a

d
C a A a a P (cos ) 0

d

V V
B B M cos

r r

C (n 1) a P (cos ) M cos A n a P (co

(I)

s )


  



 
 
 

 
  

 




 

   






   

 

 
       

 

  
          

 



 

  (n 2)1o 2o
o 1n n

n 1

n 1

o 2n n o

n 1

(n 2) n 1

o 1n 2n n o

n 1

C A 0

0

C (n 1) a P (cos )

A n a P (cos ) M cos 0

C (n 1)a A n a P (cos ) (II)M cos 0


 









  



 












      
  

      
  
            

          








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o .است شده وارد سطحش، در کره دائمی مغناطش توسط میدان ایجاد بدلیل                       ی جمله M cos 

 (n 1) n 1

1n 2n n

n 0 For n 1

(n 2) n 1

o 1n 2n n o

n 1

3 3

11
11 1m21 23

11
213 21 2m

d
C a A a a P (cos ) 0

d

C (n 1)a A n a P (cos ) M cos 0

M a M aC
C V (r, ) cos r aA

(I) :

(

0
3 3 ra

2C M
A M 0 A V (r,

a 3

II) :


  

 


  








  




         


       

  



  



 
 









m m

o

m m

m

m m m
m

B H and H V
V V V1 1ˆˆ ˆV r

rr r sin

M r
) cos r a

3

V V1 ˆˆH r
r r

V V1 ˆˆB r
r r

 
       

  





    


 
     

 
       

   

 شهروز نصیریان



262 

 

3 3 3 3

1m 2 2 3 3

3

1m 3

2m

M a 1 M a 2M a M a
cos cos cos sin

3 r r 3 r 3 r 3 r

M a ˆˆH 2cos r sin r a
3 r

M r 1 M r M M
cos cos cos si

3 r 3 3 3

(1) for r a

ˆ ˆˆ ˆH r r
r

(2) for r a

ˆˆ ˆH r r
r

       
            

       

    

    
         

     



 
     

 



 
   

 

 

 

2m

3

o
1 o 1m 1 3

o
2 o 2m 2

ˆn

M M ˆˆˆH cos r sin k r a
3 3

M a ˆˆB H B 2cos r sin r a
3 r

2 M ˆB H B k r a
3

 
  

 

       


       


    


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 :مغناطیسی مدارهای

 .شود می انجام مغناطیس اساسی ی معادله دو اساس بر مغناطیسی مدارهای تحلیل

 

 

   .آوردیم بدست را آنها دیفرانسیلی شکل دیورژانس و استوکس ی قضیه از استفاده با

H J and .B 0   

S S C S C

S C
( A).ds A.d

H J ( H).ds J.ds H.d J.ds H.d I
 

       
 

    

   :داشتیم اول ی معادله و  استوکس ی قضیه از استفاده با

 

 

 C ی بسته مسیر دور H مماسی ی مولفه خطی انتگرال که کند می بیان است آمپر قانون از دیگری شکل که رابطه این

 :نوشت توان می .گذرند می C منحنی توسط محصور سطح از که انتقالی های جریان کل جبری جمع با است برابر

 

 .شود می نامیده (mmf : Magnetomotive force) مغناطیسی ی محرکه نیروی                 اینجا در که
m

C
H.d NI  

mNI  
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 شده پیچیده μ پذیری نفوذ با مغناطیس فرو ای ماده از ای چنبره ی هسته یک بدور سیم دور N کنید فرض :مثال

   ضخامت به باریکی هوایی شکاف و a (a << ro) شعاع با ای دایره مقطع سطح ،ro متوسط شعاع دارای هسته .است

 ی هسته در ( Bf) مغناطیسی شار چگالی (الف) ی محاسبه مطلوبست .گذرد می سیم از Io دائمی جریان .است       

   .هوایی شکاف در (Hg) مغناطیسی میدان شدت (پ) و هسته در (Hf) مغناطیسی میدان شدت (ب) مغناطیس، فرو

g

 :داریم (C) ای دایره مسیر حول آمپر مداری قانون اعمال با

 

 چگالی پس کنیم می صرفنظر ای لبه اثرات و نشتی شار از

 اما .است برابر شکاف و هسته در (B) مغناطیسی شار

 شکاف در مغناطیسی میدان شدت متفاوت، های μ بدلیل

  :داریم .است متفاوت هسته و

 شکاف و مغناطیس فرو برای g و f های نویس زیر که

  :داریم هسته در .هستند

 

 :داریم هوایی ی فاصله در و

C
H.d NI (6 85) 

f g f
ˆB B B (6 86)   

f
f

B
ˆH (6 87)  



g

g

B
ˆH (6 88)



  
شهروز نصیریان 
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  :داریم (85-6) در (88-6) و (87-6) دادن قرار با
 

   
   

o g gf
f

g
g

f g f

2 rB
ˆH

gf
B

C ˆH
0 0

ˆB B Bgf
o g g f

o g g

BB
ˆ ˆ ˆ ˆH.d NI . d . d NI

BB N I
ˆ2 r NI B (6 89)

2 r



 
 



 
 



    


 

        
 


       

      

  

  :داریم (87-6) در (89-6) دادن قرار با (ب)

   

   

f
o g g

f
f

f o g g

NI
ˆB

2 r

B
ˆH

N I
ˆH (6 90)

2 r

 

  






   

 



   

    

  :داریم (88-6) در (89-6) دادن قرار با (پ)

   

   

f
o g g

fg
g o g g

NI
ˆB

2 r

B
ˆH

N I
ˆH (6 91)

2 r

 

 







   

 



   

    

g .است مغناطیس فرو ی هسته از تر قوی بسیار هوایی شکاف در مغناطیسی میدان شدت ،                     چون

f

H

H 





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 ثابت تقریباً هسته در مغناطیسی شار چگالی باشد، چنبره شعاع متوسط از تر کوچک بسیار هسته مقطع سطح شعاع اگر

 :داریم .است هسته مقطع سطح S آن در که ، Φ = B S : شود می و است

 

 

 

 

   .است مغناطیس فرو ی هسته طول                                 آن در

   رلوکتانس را         و مغناطیس فرو ی هسته رلوکتانس را       

   .نامند می هوایی شکاف

  در سری مقاومت دو که انست مشابه (94-6) ی معادله

 .دارند قرار اهمی ی ساده مدار

   

       

f

o g g

f

NI
ˆB

2 r

B S

o g g o g g

N I S N I

2 r 2 r

S S

 






      








     

      


 

 o g f2 r  

fg 

 

m

f g

o g f
f

g

g

(6 94)

2 r

S S

S


     


  
  

 

 
 
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 مغناطیسی مدار یک در بسته مسیر هر مورد در توانیم می کیرشهف قوانین با مشابه مداری معادلات حل برای حال

  :بنویسیم

 

 مغناطیسی مدار هر در گره یک از شونده خارج مغناطیسی شارهای جبری جمع برای توان می ها گره قانون مشابه نیز و

  : از است عبارت که نوشت

n n

j j k k

j 1 k 1

N I (6 101)
 

    

n

i

i 1

0 (6 102)


  
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 خارجی بازوی دو روی ، N2 و N1 های پیچ سیم از I2 و I1 دائم های جریان که بگیرید نظر در را شکل مدار :مثال

 بازوی در را مغناطیسی شار .است μ نفوذپذیری و Sc عرضی مقطع سطح دارای هسته .میگذرند مغناطیس فرو ی هسته

   .کنید تعیین وسطی

 را حلقه دو است مناسب .دارد ها Φ برای حلقه دو مدار این .گیریم می نظر در حل برای را راست سمت معادل مدار

  :داریم .بگذرد وسطی بازوی از Φ یک تنها تا بگیریم بصورتی
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 خودالقاء -متقابل القاء -القائیدگی

 ی حلقه از حاصل مغناطیسی میدان .است ia  جریان دارای (a) حلقه ی که داریم فضا در حلقه دو شکل مطابق کنید فرض

a ی حلقه مکان در b شد خواهد جواب و شود می محاسبه بیوساوار قانون توسط:   

 

 

   مغناطیسی شار b ی حلقه در میدان این

 :از است عبارت مقدارش و نماید می ایجاد 

a
a 3

i dX (X X )
B

4 X X


  


 




ab

a
ab a b ab b ab a b3 3

M

i dX (X X ) dX (X X )
B .dS .dS i .dS

4 4X X X X

 



   
                

      
   


    

 .باشد می b و a بین (متقابل اندوکتانس) متقابل القای ضریب  Mab آن در که
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 :داریم این بنابر

 a ی حلقه مکان در را آن از ناشی شار خواستیم می و داشت ib جریان b ی حلقه یعنی شد، می حساب عکس بر اگر

 :داشتیم ، نماییم حساب

ab ab a ab ab aM i or d M di   

ba

b
ba b a ba a3

ba b a3

M

ba ba b ba ba b

i dX (X X )
B .dS .dS

4 X X

dX (X X )
i .dS

4 X X

M i or d M di







 
        

  
 

 
    

  
 

 





  

  

 

 .باشد می a و b بین (متقابل اندوکتانس) متقابل القای ضریب  Mba آن در که

  :داریم همواره

ab baM M M 
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 :القا خود ضریب

 گردد می باز حلقه خود به مجدداً حلقه از حاصل مغناطیسی میدان بردارهای داریم، ia جریان با ای حلقه نمایید فرض

   :شود می خودش مکان در حلقه از حاصل مغناطیسی میدان بنابراین

 حلقه خود سطح از عبوری و حلقه مغناطیسی میدان از ناشی شار حال

   :شود می

a
a 3

i dX (X X )
B

4 X X


  


 




aa a a

a
aa a3

aa a a3

a

aa a a aa a a

L

B .dS

i dX (X X )
.dS

4 X X

dX (X X )
i .ds

4 X X

L i or d L d i







  

 
     

  
 

  
      

      

 











 

 

 .نامند می a ی حلقه (خودی اندوکتانس) القای خود ضریب را  La آن در که
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 .دارد قرار زمین سطح روی افقی بطور حلقه این .است ia جریان حامل پیچ سیم دور na دارای a شعاع به  ی حلقه : مثال

 بنحوی دارد، قرار a ی حلقه سطح از L ی فاصله در و است پیچ سیم دور nb دارای b (b < a) شعاع با دیگر ای حلقه

 .a ی حلقه القای خود ضریب و حلقه دو بین متقابل القای ضریب ی محاسبه مطلوبست .اند موازی حلقه دو سطوح که

 :شود می مرکزش از L ی فاصله در a شعاع به ی حلقه از حاصل میدان که شده محاسبه قبلاً

 

 :داریم حال                                       

 

a

2 2
with na a a

a a3 3

2 2 2 22 2

i a i n a
B B (*)

2(a L ) 2(a L )

 
  

 

 

 

ab ab a

aa

2
M i(*) 2a a

ab a b a b ab b3

2 2 2

2 2

a b
ab 3

2 2 2

2 2
if L 0a a a a a a

aa a a a a a a2 3

22 2 3 2

L2a a
aa a

i n a
B .S B S n b

2(a L )

n n a b
M and

2(a L )

i n a i n a i n
B .S B S B B

2a
2(a )2(a L )

i n
n a

2a

 



 


      



 




 
           

 
  


   a a

2
i a a

a

i n a
L

2

 
   شهروز نصیریان
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 مقطع سطح شعاع .است I جریان حاوی لوله سیم طول در سیم دور N1  دارای ، L1 طول به (سلفی) لوله ای سیم :مثال

 سطح شعاع با دیگر لوله ای سیم اگر (ب) .لوله سیم ی خودالقا ضریب (الف) محاسبه ی مطلوبست .می باشد r1 لوله سیم

 باشند محور هم سلف دو که ننحوی گیرد قرار سلف این داخل در ،L2 طول در دور N2 تعداد و r2 (r2 <r1) مقطع

 است؟ چقدر سلف دو متقابل القاء ضریب ی محاسبه مطلوبست

  :داشتیم (الف)

1
1 a

1

N
B n I I

L
    

 

1
1 a

1

11 1

N
B n I I

L

11 1 1 1 1

2 2
21 1 1

11 1 1

1 1

2 2
L I 1 1

1

1

B .S B S

N r N
I r N I

L L

r N
L

L

  




  

   

 
     
 

 
 
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 :داریم (ب)

  :داریم نماید عبور دوم سلونوئید از B این اگر حال                                                            
1

1 a

1

N
B n I I

L
    

 
1

1 a
1

12 12

N 2B n I I
L 21 2 1 2

12 1 2 1 2 12 2 2

1 1

2
M I 2 1 2

12

1

N r N N
B .S B S I r N I

L L

r N N
M

L

  




  

 
        
 

 
 
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 .ارز هم سلف (خودی اندوکتانس) خودالقای ضریب ی محاسبه مطلوبست زیر شکل در :مثال

d d
( ) ( )

1 1dt dt
11 1 1 1 1 12 12 1 12 12

1 2 1 2
11 1 22 2 12 12 21 21

1 2

1 2
total 1

1 2 12 21

di di
L i L and M i M

dt dt

di di di di
L ; L ; M ; M

dt dt dt dt

i i i

ddi di di
L

dt dt dt

and M M

 
 

         

           

    
  
          

 
      

 
 total total

1 2 1 2
2

di
L

dt
total 1 2 total 1 2

i di di di
L M M

dt dt dt dt

di
L L 2M L L L 2M

dt

  

   

        
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total :داشتیم نبودند سو هم ها جریان که صورتی در :توجه 1 2L L L 2M  

 .ارز هم سلف (خودی اندوکتانس) خودالقای ضریب ی محاسبه مطلوبست زیر شکل در :مثال

1 2

21 21

1 2
1 11 21 1 21

M M M

2 1
2 22 12 2 21

21 2 1 2
1 1

2 1 2 1
2 1 1 2 11

di di
L M

dt dt

di di
L M

dt dt

di di di di
L M (1) M M L M

dt dt dt dt

di di di di
L M (2) L L L L M

d

M

L
t dt dt dt

   

 





       


       


 
        










 
       

  

 

 
122 2 2

1 1 2 2

1 2

M Ldi di di
M L L L M (*)

dt dt dt L L M

 
       


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  :داریم (1) در )*( دادن قرار با

 

 
 

 

1 2
1

1 21 1
1 2 2

2 1 2 1 2

di di
L M (1)

M L M Ldi didt dt
L M (**)

di dt dtL L M L L M
(*)

dt


        

      
    



 :داریم موازی مدار در اما

  :داریم اخیر ی رابطه در )**( و )*( روابط دادن قرار با حال

1 2
1 2

di didi
i i i

dt dt dt

 
     

 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

total total

2 di
L1 22 1 dt

total2 2
1 21 2 1 2

2

1 2

total

1 2

L L MM L M Ldi di

dt L L 2M dtL L M L L M

L L M
L

L L 2M

     
      

  




 

 :داریم باشد یکدیگر خلاف جریان دو جهت اگر :توجه

 
 

2

1 2

total

1 2

L L M
L

L L 2M




 
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 محرکه ی نیرو محاسبه نیز و زمان برحسب مدار جریان محاسبه ی مطلوبست شود بسته k کلید اگر زیر شکل در :مثال

 .سلف در القایی

KVL شود نوشته مدار برای: 

t
i

in t 0 i 0

i
t

di di R di R di di R
iR L 0 iR L i (i ) dt

dt dt L L dt L R dt L
i

R

di R R
dt Ln i t k Ln k

L R L R
i

R

i
R R

Ln i t Ln Ln i Ln t Ln
R L R R R L





  

 

   
                




      
               




           
               

       

 

RR t
L

R

 
 

   
 
 
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R R
t t

L L

R R R
t t t

L L L

i R i
Ln 1 t 1 e i (1 e )

L R

R R

di d R
L L 1 e L e e

dt dt R R L

 

  

 
   

          
  
 

      
                      

     

 :داریم القایی محرکه نیرو برای
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 :مغناطیسی میدان در انرژی

 : داشتیم قبل مدار در

i 2di di di
iR L 0 L iR i Li i R

dt dt dt


          

 انرژی آهنگ             و است مقاومت در شده مصرف توان مقدار Ri2  .است منبع تحویلی توان  oi   آن در که

 بر آن تغییرات آهنگ دهیم، نمایش Wm با را القا خود در شده ذخیره انرژی اگر .باشد می سلف در شده ذخیره

   :لذا              :شود می زمان حسب

di
Li

dt

md W

dt

i

2m
m m m

0

d W 1
Lidi W dW Lidi W Li

dt 2
      

 .باشد می است i جریان دارای که سلفی در شده ذخیره انرژی ی دهنده نشان که
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 .است b شعاع به نازکی بیرونی هادی و a شعاع به توپری داخلی هادی دارای هوایی محور هم انتقال خط یک :مثال

   .نمایید تعیین را خط طول واحد در اندوکتانس

 و گذرد می داخلی هادی طریق از شده توزیع داخلی هادی مقطع سطح در یکنواخت بطور که I جریان کنیم می فرض

 مولفه (φ) ای زاویه جهت در تنها B ای، استوانه تقارن بدلیل .گردد می باز معکوس جهت در خارجی هادی طریق از

   .دارد متفاوتی مقادیر هادی دو بین و داخلی هادی درون در و دارد

  :داریم آمپر قانون از استفاده با داخلی هادی درون در (الف)

 

 

 :داریم ها هادی بین (ب)

   :شود می کل شار و گیریم می ای دایره ی حلقه یک اکنون
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   .است I کل جریان از کسری تنها ( r + dr و r های شعاع بین داخلی هادی در) ای دایره ی حلقه در جریان اما

 

 :داریم ای دایره ی حلقه در شار پیوند از .شود حساب حلقه در شار ابتدا بایست می اندوکتانس ی محاسبه برای پس

 

   :شود می طول واحد در شار کل حال

 

 

 

 

 

   :شود می طول واحد در محور هم انتقال خط اندوکتانس پس

 

   شود می ناشی توپر هادی داخل شار پیوند از اول ی جمله

 و داخلی هادی بین شار پیوند از دوم ی جمله .است معروف داخلی هادی طول واحد در داخلی اندوکتانس به و

 شهروز نصیریان   .است معروف محور هم خط طول واحد در خارجی اندوکتانس به که گردد می نتیجه بیرونی
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   .اند مختلف جهات در i های جریان حامل 2R قطر به بلند و موازی مسی سیم دو شامل انتقال خط یک :مثال

 فضای در که را سیم متر هر بازای مغناطیسی شار باشد، d آنها  مرکزی محورهای بین ی فاصله آنکه فرض با (الف)

 محاسبه را طول واحد در خارجی و داخلی های اندوکتانس (ب) .نمایید محاسبه دارد وجود ها سیم محور دو بین

   .شود می چه نتایج باشند سو هم ها جریان اگر (د) .دارد قرار ها سیم داخل در شار این از کسری چه (ج) .نمایید

 در (1) سیم از حاصل میدان آمپر قانون بر بنا :(الف)

   :شود می (2) سیم محور تا سیم دو بین فضای

 

 

 گذرد می dr سطح عنصر از که میدان این شار حال

  :از است عبارت

1

i
B

2 r






d a d

1 1 1 1

a d a

1

i Li Lidr dr dr
d B dA Ldr d

2 r 2 r 2 r r

Li d a d
Ln Ln

2 a d a



  





   
           

    

     
      

     

  

 شهروز نصیریان



286 

 :شود می کل شار بنابراین است صفحه داخل بسمت و (1) سیم میدان با همجهت آن جهت و (2) سیم میدان

total 1

Li d a d
2 Ln Ln (I)

a d a

      
        

     

 که است سیم یک میدان شار به مربوط دوم ی جمله و است سیم دو خارجی سطوح بین در عبوری شار اول ی جمله

 میدان برای .نمود حساب گذرد می خودش درون از که را سیم هر شار بایست می حال .گذرد می دیگر سیم درون از

   :داریم  (آمده بدست آمپر قانون با قبلاً که ) خودش درون در سیم هر

 

 :میشود القایی خود شار حال

*

1 2

Li
B r ; r a

2 a


  



a

* * * *

1 1 1 12 2 2

0

2
* * *

1 two wire 12

i L Li Li
d B dA r dr r dr d r dr

2 a 2 a 2 a

Li Li Lia
2 (II)

2 a 2 4 2

  

  

   
               

    

   
        

   

 

  :داریم طول واحد در شار برای . است ها سیم کل طول برای (II) و (I) روابط
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total

**
two wiretotal total

*

two wire

i d a d
(I) : Ln Ln

L a d a i 1 d
Ln (III)

L L L 2 ai
(II) :

L 2







      
      

           
         

  

 :داریم سیم دو خودی اندوکتانس برای (II) و (I) از استفاده با :(ب)

  (شود محاسبه نیز دیگر سیم اثر بایست می ها سیم داخل کل خودی اندوکتانس ی محاسبه در)

 

total

total

total

L
L

ii 1 d 1 d
(III) : Ln L Ln

L 2 a 2 a

 
 
 
 

 





     
           

    :داریم (III) از کل اندوکتانس برای

(II) *

total two wire(I)

*
total one wire

*
total two wire

if :d a

L
iLi Li d

: 2 Ln
4 2 d a

L L Ld
L Ln L

2 d a 2

 

  
 



 




    

      
    

   
    

    
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   :است ها سیم داخل که شار از کسری (ج)

int ernal

total

i i d d
Ln 1 Ln

2 d a d a

i 1 d 1 d
Ln Ln

2 a 2 a

 



   
        

    
        

 یکدیگر مساله تقارن به توجه با و شد می یکدیگر خلاف بر ها میدان جهت بودند، یکسویه ها جریان اگر (د)

 .شد می صفر کل شار و کردند می خنثی را
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 :نویمن فرمول

 از عبوری شار ، (2) ی حلقه مکان در آن از حاصل میدان بود جاری i1 جریان (1) ی حلقه در اگر که داشتیم

   :آمدند می بدست زیر روابط با حلقه دو بین متقابل القای ضریب و (1) ی حلقه از ناشی (2) ی حلقه

1

2 2

1 1 1 1
1 3

C 1 1

21 1 2 1 2 2

S S

21
21

1

(X)
i dX (X X )

B (*)
4 X X

ˆB .dS B . n dS (**)

M (***)
i


  


 

  







 

  :داریم )**( در )*( دادن قرار با

2 2 1

1 1 1 1
21 1 2 2 23

S S C 1 1

i dX (X X )
ˆB .dS . n dS

4 X X



 
     

  
 


  
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 :نوشت توان می اما

 

1 1

1 1

1 1 1 1

3

C C 1 11 1

1 1
1 13

C C 1 11 1
1

1 1

1

1 1

f G f G f G

1
f ; G dX

X X

dX (X X ) dX

X XX X

(X X ) 1
dX dX

X XX X

1
dX

X X

 
 
 

 
  
 
 
  

     

  
 

  
 



         
     






 


 



 

 

 
1 1 1

1 1 1

C C C1 1 1 1

0

1 1 1
1 13

C C C1 1 1 11 1

1 1
dX

X X X X

(X X ) dX1
dX dX

X X X XX X



 
 
 
 
 
 

  
       

      
 
 
              
      

 

  

    

  

  

 :داریم پس
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2 2 1

1 1
21 1 2 2 2

S S C 1 1

i dX
ˆB .dS . n dS

4 X X



 
    

  
 

  

 :داریم متقابل القای ضریب ی محاسبه برای

2 1

2 1

2 1

21 1 S C
21 2 2

1 S C 1 1

1
21 2

C C 1 1

1 2 11 1
21 21

2 2
C C 1 1

ˆ( A). nds A.d

if : dX d

if :dX d

dX
ˆM . n dS

i 4 X X

dX
M . dX

4 X X

dX . dX d . d
M M

4 4X X





 

 





  
    

  
 


 

 

  
  

 


 

 

 

 
2 1

2

C C 1 1X X
 

 .است متقابل القای برای نویمن فرمول که

 :از است عبارت که رود می بکار نیز القا خود برای نویمن فرمول

1 1

1 1
11

C C 1 1

d . d
L

4 X X





 

   شهروز نصیریان


