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:یاد آوری  
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:توابع زوج و فرد  
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:تناوب  
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  :(هم بر عمود) متعامد توابع

 بصورت دومی مرتیه دیفرانسیل معادله دیگری روش هر یا و ها متغییر جداسازی روش از استفاده با نمایید فرض

 :آوردیم بدست زیر

 شرایط و فوق ی معادله در که است موجود uλ(r) مانند تابعی ،(باشد k2 تواند می که) λ برای معلوم مقداری بازای

 .نامند می عملگر را             و تابع ویژه را uλ(r)  ، مقدار ویژه را λ صورت این در .نماید صدق شده وضع مرزی

 زیر ی رابطه در آنها و باشیم داشته un(r) ، um(r) بشکل توابعی  ویژه L عملگر بازای مساله یک در چنانچه حال

 .(است تابع مختلط همیوغ ی دهنده نشان * آن در) :گویند می هرمیتی L عملگر به نمایند صدق

 

 : که شود می ثابت

 .اند حقیقی هرمیتی عملگر هر مقدارهای ویزه(1)

 متعامدند هرمیتی عملگر هر تابعهای ویژه (2)

 .دهند می تشکیل کامل مجموعه یک هرمیتی عملگر هر های تابع ویژه (3)

2

2

d
u(r) u(r) 0 ;(r : x , y or z)

dr
  

2

2

d
L

dr


b b

* *

n m n m

a a

u (x)Lu (x)dx u (x)Lu (x) dx 
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  تابع که نمود فرض توان می فیزیکی نظر نقطه از .A.B=0 باشیم داشته که گویند متعامد را B و A بردار دو داشتیم

A(x) ی بازه در که باشد بعد بینهایت با برداری (a,b) دادن قرار با و باشد شده تعریف x بازه این در خاصی 

   : هرگاه گوییم متعامد (a, b) ی بازه در را فوق تابع دو این بنابر .گردد می مشخص آن مقدار فوق تابع در ،

 

  : گاه هر .نامیم می (یکه یا) شده نرمال بردار یک را A بردار

 این بنابر

 

 

    :داریم و گوییم کرونکر دلتای را          آن در که

 

 .است نیز شده نرمال ضمناً و است عمود آن دیگر عضو بر مجموعه این عضو هر حالتی چنین در

 .نامیم می (a, b) در یکه متعامد ی مجموعه یک را توابع از ای مجموعه چنین

 

b

a

A(x)B(x)dx 0

 
b

2

a

A(x) dx 1

b

m n mn

a

1 m n
(x) (x)dx or

0 m n


   




mn
mn

1 m n

0 m n


  


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   :باشد زیر بصورت un(x) تابع روی تعامد شرط چنانچه بنابراین

 :نوشت و داد بسط اش کامل متعامد توابع حسب بر توان می را  f(x) دلخواه تابع هر آنگاه

 

un در را طرفین an ی محاسبه برای
 :داریم و گیریم می انتگرال و ضرب *

 .نمود محاسبه را آنها ضرایب توان می تعامد شرط از استفاده با باشند موجود هرمیتی عملگر توابع ویژه چنانچه حال

 .باشند می کسینوس و سینوس توابع ، متعامد مشهور توابع از

b

n m mn

a

u (x) u (x)dx  

n n

n 1

f (x) a u (x)




 

b

*

n n

a

a f (x) u (x)dx 
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:سریهای مثلثاتی  
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 (استفاده از شرط تعامد)

   

   

   

1
sin cos sin sin

2

1
cos cos cos cos

2

1
sin sin cos cos

2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

     

     

      

 در                                      و انتگرالیری از طرفین ( 1)و ضرب با استفاده از شرط تعامد : ها  anمحاسبه 
 : در یک دوره بهمراه بکار بردن فرمولهای زیر بدست آورد

(m 1, 2, )cosmx

0

0

0 0

(x)cosmx dx cos cos cos sin cos

1
(x)cosmx dx cos (n m) cos (n m) x dx

2

1
sin (n m) sin (n m)

2

n n

n

n

f a mx dx a nx mx dx b nx mx dx

f a x dx

b x dx x dx

   

   

  

  

 

 

   



  



 

 

  

  
       

    




   

   

  

 
 

 
    
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 :داریم   n=mبه ازای . تنها انتگرال دوم غیر صفر است

  
1 1

cos (n m) x dx sin (n m) | sin (n m)x
n m n m







 


       
 

 .خواهد شد  2πباشد، جواب انتگرال    n=m اگراما . باشد جواب این انتگرال نیز صفر است n≠m  اگر

 : بنابراین داریم

 
1

(x)cos mx dx 2
2

1
(x)cos nx dx

n

n m

n

f a

a f



















 

 





 : فرمول های مفید در محاسبه ی انتگرال 



0

0
2

0

2

1. sin cos 0

2. cos cos 2 cos cos 2 2
2

3. sin sin 2 2
2

n m

n m

n m

nm
n m

n m

nm
n m

nx mx dx

nx mx dx nx mx dx

nx mx dx





 






















 



 



 
    

  

 
   

  



 



 

 
 

 
  0

1

sin (n m) 2
2 2

2

sin (n m)
2 2

n m

im
n m

n m

n m


 



 
 



 
 

  

 
   


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 :بنابراین داریم

(6) 

m) .ها نیز به همین ترتیب با استفاده از                                               حاصل می شود bn  فرمول مربوط به 1, 2, ) ( )Sin mx

22 



23 



24 



25 
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 

 

0
0

0
0

0
0

0
0

2 2

1 1 1
(x)dx a | |

2 2 2

1
( ( n)) k( 0) 0

2

1
(x)cos nx dx

1 1
( k)cos nx dx (k)cos nx dx sin | sin | 0

n

n n n

n

p L L

a f kdx kdx kx kx

k

a f

k k
a a nx nx a

n n

b

 



 











 

  






 

 






   

             

      



               

  



 

   

0

0

0

1
(x)sin nx dx

1
( k)sin nx dx (k)sin nx dx

1
cos | cos |

1
1 cos ( n) cos 1

n

n o

n

f

b

k k
b nx nx

n n

k k
b n n

n n





























    
  

 
   

 

 
      

 



 

    (:ب)
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cos ( 1)nn  
  

    : توجه 

 
2

2 2cos 1 ( 1)

2 :2

0 :

4
:

0 :

n

n n

n

n

k k
b n b

n n

n oddk
b

n evenn

k
if n odd

b n

if n even


 





       


 






 
 
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     1 1 21: 1 2: 3 3: 5

4 4 4
sinx , sin 3 , sin 5 ,

3 5
n n n

k k k
S S x S S x S S

  
  

     
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:بیان کلی و در یک نگاه انتگرال فوریه  
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 شروع مسائل تکمیلی
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 پایان مسائل تکمیلی
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(ادامه)  
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   
 

 

1 1
2 2 2 22 2

1
2 2 2

2 2

22 2 2

2

1 cos
2 cos

2

1

1 tan sincos
tan

sintan tan sin sin

cos

1
sin

r x r
r x y x x y

x r
x y

y y x y r
x

x

x r




 


    







          






   
        




 


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1 2

ikx

ikx ikx

1 2ikx

F(x) : sin (kx)
F(x) A sin (kx) A cos (kx)

F(x) : cos (kx)

F(x) : e
F(x) A e A e

F(x) : e






  




  



:اگر معادله ای به شکل زیر داشته باشیم   
 

2

2

2

d F x
k F x 0

dx
 

:جواب های عمومی آن یکی از فرم های زیر است  

1 2

kx

kx kx

1 2kx

F(x) : sinh (kx)
F(x) A sinh (kx) A cosh (kx)

F(x) : cosh (kx)

F(x) : e
F(x) A e A e

F(x) : e






  




  



:و یا اگر معادله ای به شکل زیر داشته باشیم   
 

2

2

2

d F x
k F x 0

dx
 

:جواب های عمومی آن یکی از فرم های زیر است  

131 



132 



133 



134 



135 



   

      

2 2
2 2

2 2
1 1

2 2
2 2 2 2

2 2

1 1 2 2

ikx ik

1 1

1 d X d X
k k X 0

X(x) A sin (kx) B cos (kx)X dx dx

Y(y) A sinh ky B cosh ky1 d Y d Y
k k Y 0

Y dy dy

u(x, y) X(x)Y(y) A sin (kx) B cos (kx) A sinh ky B cosh ky

or u(x, y) X(x)Y(y) A e B e

 
        

    
     

  

    

     x ky ky

2 2A e B e 

2
2

2 2
XY

2 2

k k

1 d X 1 d Y
0

X dx Y dy



 

   
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 
 

 
 

2
2

2 22 2
u(x,y) X(x)Y(y)2

2 2 2 2

2 2
XY

2 2

X x Y yu(x, y) u(x, y)
u(x, y) 0 0 Y y X x 0

x y x y

1 d X 1 d Y
0

X dx Y dy





 

  
       

   

   

   

      

2 2
2 2

x x2 2

2 2
2 2

2 2

x x

1 d X d X
X 0

X(x) Ae BeX dx dx

1 d Y d Y Y(y) Csin y Dcos y
Y 0

Y dy dy

u(x, y) X(x)Y(y) Ae Be Csin y Dcos y

 

 

 
          

    
         

  

      
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      

    

 

   

' '

x x

x x

A B

' x ' x

u(x, y) X(x)Y(y) Ae Be Csin y Dcos y

In first boundary : u(x, y 0) 0 (0 x 2) :

Y(y 0) Csin 0 Dcos 0 0 D 0

u(x, y) X(x)Y(y) ACe BCe sin y

u(x, y) X(x)Y(y) A e Be sin y

In second boundary : u

 

 

 

      

   

       

 
      

 

     

  

(x, y 1) 0 (0 x 2) :

Y(y 1) sin 1 0 sin 0

   

       
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 :یادآوری

 :نوشت و داد بسط اش کامل متعامد توابع حسب بر توان می را  f(x) دلخواه تابع هر داشتیم

 

un در را طرفین an ی محاسبه برای
 :داریم و گیریم می انتگرال و ضرب *

 

 

 

 .نمود محاسبه را آنها ضرایب توان می تعامد شرط از استفاده با باشند موجود هرمیتی عملگر توابع ویژه چنانچه حال

 .باشند می کسینوس و سینوس متعامد مشهور توابع از یکی

 

n n

n 1

f (x) a u (x)




 

* * *

b b

n n n n

n 1 n 1a a

b

a

n

*

n

n

n

n

*n n
1

u (x) u (x) u (xf (x) a u (x) f (x) dx a u (x)dx

a f (x)u (x)dx

)
 

 

  

 
  



 

 


  



 شهروز نصیریان
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 سومی الکترود .داریم دارند، قرار صفر پتانسیل در که b ی فاصله با بینهایت نیمه موازی ای صفحه الکترود دو :مثال

 در پتانسیل توزیع ی محاسبه مطلوبست .است شده داشته نگه  Vo ثابت پتانسیل در شده مجزا و آنها بر عمود

 .الکترودها توسط شده محصور ی ناحیه
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 
 

 
 

2 2
2 2 2

x
x y

2 2
V(x,y) X(x)Y(y)2

2 2

2 2

2 2

2 2
X(x)Y(y)

2 2

k k k k k

V(x, y) V(x, y)
V(x, y) 0 0

x y

X x Y y
Y y X x 0

x y

1 d X 1 d Y
0

X dx Y dy





    

 
     

 

 
  

 

   

   

2 2
2 2

kx kx2 2
1 2

2 2
2 2 1 2

2 2

kx kx

1 2 1 2

1 d X d X
k k X 0

X(x) D e D eX dx dx

1 d Y d Y Y(y) A sin (ky) A cos (ky)
k k Y 0

Y dy dy

V(x, y) X(x)Y(y) D e D e A sin (ky) A cos (ky)





 
         

    
     

  

    
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 :نوشت توان می حال

V( ,y) 0kx kx kx

1 2 2

V(x,0) 0

1 2 1

X(x) D e D e X(x) D e (4 93)

Y(y) A sin (ky) A cos(ky) Y(y) A sin (ky) (4 94)

  



    

    
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  :نوشت توان می (82-4) در (94-4) و (93-4) ،(91-4) دادن قرار با
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  : یا و

 

 :داریم (98-4) ی رابطه در (90b-4) شرط دادن قرار با

 

 

 :بریم می بکار را تعامد شرط حال

 

 
n x

b
n n

n 1

n
V x, y C e sin y ; (4 98)

b

 



 
  

 


b b

n

n 10 0

(1) (2)

m n m
V sin y dy C sin y sin y dy (4 100)

b b b







       
      

     
 

bb

00

2bV
m :oddbVm m y

(1) : V sin y dy cos m
b m b

0 m :even







     

      
    





b b

n
n

0 0

b n

n

0

Cn m (n m) (n m)
(2) : C sin y sin y dy cos y cos y dy

b b 2 b b

C
b m nn m

C sin y sin y dy 2
b b

0 m n

          
      

     


     

     
     

 


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   

   

2
mn

0

2
mn

0

n 0
sin m x sin n x dx

0 n 0

n 0
cos m x sin n x dx

2 n 0





 
 



 
 

 




 :داریم (100-4) در معادله دو جوابهای دادن قرار با حال

 n

n

n 1

2bV 4VC
m :odd n :oddb m n

Cm n2

0 m n0 m :even 0 n :even

 



 
  

     
   



 :شود می (98-4)ی معادله در نظر مورد پتانسیل توزیع نتیجه در
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 
 

 
 

2
2

2 2
u(x,y) X(x)Y(y)2

2 2

2 2

2 2

2 2
XY

2 2

u(x, y) u(x, y)
u(x, y) 0 0

x y

X x Y y
Y y X x 0

x y

1 d X 1 d Y
0

X dx Y dy





 

 
     

 

 
 

 

   
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:حال با استفاده از شرط تعامد داریم  

nm

n

n 1

L L

n

0 0

L L

n

0 0

LL n m
22 0 n m

L

n

0

n m m
B sin x sin x f (x)sin x

L L L

n m m
B sin x sin x dx f (x)sin x dx

L L L

n m m
B sin x sin x dx f (x)sin x dx

L L L

2 n
B f (x)sin x dx

L L





   
 

  
  

  
  

  
  






 

 


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nm

n

*

n n

n 1

L L

*

n n

0 0

L L L

* *

n n n

n0 0 0

LL n m
22 0 n m

Cn

*L
n

n x m x m
B sin sin g(x)sin x

L L L

n x m x m x
B sin sin dx g(x)sin dx

L L L

n x m x m x 2 n
B sin sin dx g(x)sin dx B g(x)sin x dx

L L L L L

2
B

Cn





   
 


 

  
   

  
   

   
    



 




 

  

L

0

n
g(x)sin x dx

L




:حال با استفاده از شرط تعامد داریم  

 .  جواب مساله حاصل می شود( 12)در رابطه  B*nو   Bnبا قرار دادن مقادیر 
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nm

n

n 1

L L L L

n n

0 0 0 0

LL n m
22 0 n m

L

n

0

n m m
B sin x sin x f (x)sin x

L L L

n m m n m m
B sin x sin x dx f (x)sin x dx B sin x sin x dx f (x)sin x dx

L L L L L L

2 n
B f (x)sin x dx ,n 1,2,...

L L





   
 

  
  

     
     


 



   



:حال با استفاده از شرط تعامد داریم  
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172 
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2 2

2 2 2 2
F(x)G(y)

2 2 2 2

k k

F(x) G(y) 1 d F(x) 1 d G(y)
G(y) F(x) 0 0

x y F(x) dx G(y) dy



 

 
     

 

   

2 2
2 2

2 2
1 1

2 ky ky2
22 2 2

22

ky ky

1 1 2 2

1 d F(x) d F(x)
k k F(x) 0

F(x) A sin (kx) B cos (kx)F(x) dx dx

d G(y) G(y) A e B e1 d G(y)
k G(y) 0k

dyG(y) dy

u(x, y) F(x)G(y) A sin (kx) B cos (kx) A e B e





 
        

    
     

 

    
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    

    

1 1 1

1

1

In first boundary : u(x 0, y) 0

F(x 0) A sin k 0 B cos k 0 0 B 0

In second boundary : u(x a, y) 0

n
F(x a) A sin k a 0 sin k a 0 ka n k

a

n
F(x) A sin x , n 1,2,...

a

 

       

 


            

  
   

  
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 *

n 1 nA A A 
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nm

*

n

n 1

a a

*

n

0 0

a a L

* *

n n

0 0 0

aa n m
22 0 n m

n x n b
A sin sinh f (x)

a a

n x m x n b m x
A sin sin sinh dx f (x)sin dx

a a a a

n b n x m x m x 2 n x
A sinh sin sin dx f (x)sin dx A f (x)sin dx

n ba a a a a
a sinh

a

2
u(x, y)





   
 

 
  

   
   

    
   



 



 

  

L

n 1 0

n x n x n y
f (x)sin dx sin sinh

n b a a a
a sinh

a





 
   

 


 
 

 

:حال با استفاده از شرط تعامد داریم  
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 .است صفر z=c از غیر سطوح تمام پتانسیل .داریم c و a، b ابعاد به شکل مستطیل مکعب ی جعبه یک :مثال

 .آوریم بدست جعبه داخل در را پتانسیل خواهیم می

   لاپلاس ی معادله آن برای پس نداریم بار که جعبه داخل در

 لاپلاس ی معادله جواب کنیم می فرض و .است صادق

   :شده کارتزین مختصات در

 

 

 
2V 0

V(x, y, z) X(x)Y(y) Z(z) (*)

  


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 
 

 
 

   
 

2 2
2

2 2 2
V(x,y) X(x)Y(y)Z(z)2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2
X(x)Y(y)Z(z)

2 2 2

V(x, y, z) V(x, y, z) V(x, y, z)
V(x, y, z) 0 0

x y z

X x Y y Z z
Y y Z(z) X x Z(z) X x Y y 0

x y z

1 d X 1 d Y 1 d Z
0

X dx Y dy Z dz





 

  
      

  

  
   

  

    

2 2
2 2

2 2

1 12 2
2 2

2 22 2

3 32 2
2 2

2 2

1 d X d X
X 0

X dx dx
X(x) A sin ( x) B cos ( x)

1 d Y d Y
Y 0 Y(y) A sin ( y) B cos ( y)

Y dy dy
Z(z) A sinh ( z) B cosh ( z)

1 d Z 1 d Z
Z 0

Z dz Z dz

 
     

     
  

            
       

     
 


1 1

x a
X(x) A sin x B cos x 1 V 0

1
1

1 n

X(x) A sin xx 0

nV 0 B 0
X(x) A sin x (1)

an
A sin a 0 a n ; n 0,1,2,...

a


    

   
   

         
   

          
 

  :داریم جلو و پشت وجه مورد در حال
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 :Y(y) جوابهای حال

  :داریم راست و چپ وجه مورد در حال

 

 

 

 :باشیم داشته لاپلاس ی معادله برای بایست می ها متغییر جداسازی با مطابق :Z(z) جوابهای حال

 

 

 :شوند می Z(z) جوابهای فلذا

 

   

 

 

2 2Y(y) A sin y B cos y   


2 2

y b
Y(y) A sin y B cos y 2 V 0

2
2

2 m

Y(y) A sin yy 0

mV 0 B 0
Y(y) A sin y (2)

bm
A sin y 0 b m ; m 0,1,2,...

b


    

   
   

         
   

          
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 d 1 d 1 d
V(x, y, z) V(x, y, z) V(x, y, z) 0

X(x) dx Y(y) dy Z(z) dz

     

  

2 2 2   

3 3Z(z) A sinh z B cosh z   

3 3Z(z) A sinh z B cosh z 3

3

Z(z) A sinh zz 0

V 0 B 0

      
  

   
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 : به توجه با

 :داریم

 

 :داریم (3) و (2) ،(1) ،)*( به توجه با

 

   

 

 :زیر شرط حال

 

 

 :Anm ی محاسبه برای تعامد شرط از استفاده حال

 .گیریم می انتگرال و کرده ضرب                                              در را طرفین

2 2 2   

2 2 2 2

2 2

n n nm

n m n m
(3)

a b a b

        
                 

       

 

     

nm

1 2 3 nm

n,m 1
A

nm n m nm

n,m 1

n m
V(x, y, z) A A A sin x sin y sinh z

a b

V(x, y, z) A sin x sin y sinh z










    
     

   

   






     

V V(x,y)
z c

nm n m nm

n,m 1

V(x, y) A sin x sin y sinh c
 





    

   n msin x sin y  
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   

         

   

     

   
2

n 0mnsin m x sin n x dx
0 n 0

0
n

a b

n m

0 0

a b

nm n m nm n m

n,m 1 0 0

a b

n m

0 0

nm nm

a

n n

0

a

2

V(x, y)sin x sin y dx dy

A sin x sin y sinh c sin x sin y dx dy

sin x dx V(x, y)sin y dy

A sinh c sin x sin x dx






  



 



 



 





 

  

     

  

  

 

  

 

    

   

     

 
   

2
n 0mnsin m x sin n x dx

0 n 0
0

n mm

n ,m 1

a b

n m nm nm

n,m 10 0

a b
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 : فوریه ی با بکار گیری سری  R-L-Cمدار  جریان مطلوب است محاسبه ی : مثال 
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( 5)مقدار جواب آزمون مانده ی تابع در این نقطه تکین نمی باشد و می بایست از فرمول 
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